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内 容 提 要 

全 书 是 北京 大 学 《数学 小 共 书 一 RALIONE. AA M tT 
趣味 的 数学 问题 ， 间 在 激发 中 学 生 和 大 学 生 学 习 数 学 的 兴趣 ,使 学 生得 到 引 人 入 
胜 的 思维 训练 。 

什么 是 “好 的 数学 > ， 什 么 是 “不 好 的 或 不 大 好 的 数学 ?， 著 名 数学 大 师 陈 
省 身 先 生 对 此 有 精 了 的 论述 ( 见 本 书 第 213 Ш). ДАВЯТ ЕЕ", 
“数学 归纳 法 "，“ 递 妇 序 列 ”，“ 沧 标 法 ”以 及 “任意 次 代数 方程 "等 五 篇 短文 作 
为 “好 的 数学 ”的 例子 ,而 把 “Napoleon, Escher 与 平面 拼 销 问题 ”作为 
“不 好 的 数学 ”的 例子 ,站 在 为 中 学 数学 教学 和 课外 活动 提供 一 些 有 用 的 材料 ， 
在 培养 学 生 基 本 的 数学 思维 能 力 上 尺 景 少 走 弯 路 。“ 关 于 数学 归纳 原理 的 一 点 注 
记 ” 一 实 指 出 了 在 国 肉 外 中 等 数学 中 广 为 流传 的 一 个 错误 数学 归纳 原理 与 最 小 
自然 数 原理 是 等 价 的 。 为 适应 参加 数学 竞赛 学 生 的 需要 ， 本 书 给 出 了 第 33 届 ,第 
34 届 国际 数学 奥林匹克 竞赛 试题 与 解答 ， | 

本 书 林 作为 高 中 学 生 、 中 学 数学 教师 和 低 年 级 大 学 生 的 课外 读物 ,也 可 供 数 
学 爱好 者 阅读 ， 本 书 对 有 志 参 加 数学 竞赛 的 学 生 也 有 很 好 的 指导 意义 ， 
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写 在 前 面 的 话 


在 一 个 人 所 受 的 基础 教育 中 ， 数 学 一 直 是 占 着 一 个 特殊 
地 位 的 ， 它 占用 的 时 间 可 以 说 是 最 多 的 。 也 许 因为 这 已 是 历 
史上 长 期 以 来 形成 的 事实 ， 所 以 很 少 有 人 去 作 说 明 ， 即 使 有 
的 学 生 并 不 萌 欢 数学 ， 也 项 不 起 勇气 去 问 个 为 什么 ， 

数学 由 于 其 特殊 的 形式 ， 给 人 的 印象 常常 是 ; 一 批 曲 
太 ， 一 堆 公 式 以 及 一 申 定 理 ， 但 它们 在 解决 生活 及 其 它 学 科 
的 问题 时 又 是 很 有 用 的 ， 丁 是 多 数 人 就 硬 着 头皮 按 老 师 教 的 
字 下 友 。 这 样 的 理解 至 多 对 了 一 半 ， 因 为 数学 还 有 另 一 个 方 
面 的 重要 作用 ， 这 就 是 通过 对 数学 知识 的 介绍 ， 对 数学 问题 
和 的 解决 ， 教 会 人 们 一 种 重要 的 分 析 问 题 、 解 决 问题 的 思想 方 
Ж. 向 单 地 进 ， 数 学 更 教 会 人 如 何 进 行 还 辑 推 理 ， 如 何 进行 
正确 的 抽 索 思维 ， 如 何在 纷繁 的 事物 中 抓 住 主要 的 联系 ， 并 
如 何 使 用 明确 的 概念 ， 等 等 。 

实 赴 了 确 发 挥 数学 诬 程 的 教育 功能 ， 除 去 庆 要 教师 与 学 生 
的 积极 努力 以 外 ， 也 还 需要 找到 送 当 的 辅助 材料 和 恰当 的 方 
法 。 我 他 选编 这 会 《数学 小 从 书 一 一 智慧 之 花 》 就 是 为 了 从 
这 个 方 而 为 数学 老师 (主要 吓 中 学 的 老师 ) 和 大 学 生 提供 一 点 
‚ ЗВ, ВУ ар ЛЕ ЕЕ J РЕЖ. 

我 们 并 不 认为 目前 的 数学 教学 大 纲 的 内 容 太 少 ， 太 浅 ， 
凡 而 要 增加 或 加 深 教 学 内 容 。 我 们 更 不 想 给 学 生 增 加 习题 量 
以 应 付 考 试 。 人 恰恰 相 反 ， 我 们 认为 再 向 这 个 方向 发 展 将 会 造 
成 极 大 的 危害 ， 通 过 我 们 选择 的 这 些小 文章 ， 我 们 希望 能 帮 
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肋 污 者 对 数学 有 更 全 面 的 了 解 ， 使 大 家 发 现 数学 不 只 是 “ 定 
X. ЕЯ, АА. ИЕН” ПВО, ШЕВА, ОЛ 
入 胜 的 思维 训练 。 在 这 里 ， 读 者 可 以 看 到 如 何 对 各 种 各 样 的 
问题 进行 精细 的 分 析 ， 又 如 何 逐 步 把 复杂 的 问题 理 出 头绪 ， 
最 后 给 出 清晰 的 谷 案 。 总 之 ， 我 们 希望 通过 千姿百态 的 分 析 
记过 论 帮助 读者 了 解 什么 是 大 家 应 该 从 数学 学 习 中 学 到 的 思 “ 
想 方 法 。 | | 

我 们 的 目标 是 这 样 ， 但 能 否 达到 还 有 待 于 实践 的 检验 。 
读者 读 过 这 些 书 之 后 的 印象 与 收获 将 作出 评判 。 我 们 希望 大 
家 多 提 批 评 意 见 ， 帮 助 我 们 不 断 改进 我 们 的 工作 。 


Те h 
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出 版 说 明 


现代 数学 ， 这 个 最 令 人 惊 疏 的 智力 创造 ， 已 经 使 人 类 心 
况 的 眼光 越过 无 限 的 上 时间， 使 人 类 心灵 的 手 延 种 到 了 无 边 无 
际 的 空间 ， 
——N.M.Butler 
数学 方法 渗透 进 并 支配 着 一 切 自 然 科学 的 “理论 "分支 ， 
在 现代 经 验 科 学 中 ， 它 已 越 来 越 成 为 衡量 成 就 的 主要 标准 ， 
一 一 J.von Neumann 
参与 开发 一 般 智力 不 症 为 了 今后 茶 一 职业 的 特定 需 
要 ， 应 看 成 是 数 学 教育 的 基本 目标 。 


—F .Reidt 

МІНЕ АСАН ТАЛА НИЕ, И ЛЕНЕ, 
数学 仅仅 是 常识 的 一 种 微妙 的 形式 。 

L .Kelvin 
| Е ЖЕН ПУ ЖОЛ Т HH IR «Жем 
三 之 化 》 的 想法 和 努力 的 目标 ， 

本 处 书 的 主要 对 象 是 ， 中 学 数学 教师 、 数 学 各 专业 的 低 
年 级 大 学 生 、 部 分 高 中 学 生 以 及 数学 爱好 者 。 所 选 内 容 力求 
生动 、 有 趣 ， 在 开始 阶段 以 翻译 为 主 ， 一 年 2 一 3 册 ， 

我 们 希望 本 从 书 能 为 活跃 与 推动 中 学 与 大 学 低 年 级 的 数 
去 教学 、 提 高 中 学 教师 和 大 学 生 的 数学 素质 、 更 好 地 沟通 中 
学 数学 与 大 学 数学 以 及 普及 数学 知识 ， 做 一 点 有 益 的 工作 ， 
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我 们 水 平 有 限 ， 和 希望 大 家 多 提 意 见 ， 为 了 让 我 们 的 小 花 
开放 得 绚丽 多 姿 而 共同 努力 ! 
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(二 〉 利 用 面积 求 无 穷 数 列 之 和 
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= О ABC I #! 一 O ААВаСаШ | H. 


(2) ЧҮЧ ОАВСИИНЦ В! = ad — рс. 
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H вса+с,ь+4) 


0(0,0) | ору 
OABC 面积 = ODEF 面积 ~ ЕСВН ИЖ. 


一 一 一 


“(3》 正 A 上 点 尸 到 三 边 垂 线 之 和 = 正人 的 高 . 


PP+PF+PC=PD+CT+PC 
=НО’+СН+СС’ =C Р”. 


(4) a 
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(6) 


(т 


) 


(a+b (a-b = оса? +b?) 


OAT+AXN=(X+A/2) (A/2): 


am .. о ыы оны шу i u... а... 


一 — - —— 


— - 


(a+b+ce)2+(a+b-c)°+(a-b+e) | 


+(а-в-с)? = 92 (а? + b2 + с?) 


-— 


上 一 一 一 上 十 一 | 
LJ 
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N 


ЕТ pA 


Ss 
NNs 


( ; — 4+ b' 
(9) | ар D | 
| | 


| пету (азр 
(C10) (455. «маб 2 
G 
10 
Р - М 
227 
"ЕШ 
РМ =a, QM =b, a>b>0, 
HM<GM<AM<RM. 


(四 ) &НЕВНЖИК ЖЕ 


—— є—- 


(1) | КЕ а? +b? — 2ab соѕ0: 
| а 


М — қ — — nT —ыЩ— E 


а —bcos0 


Z ACP = 0, e? = (a — b cos0)? + (b sinb), 


m —  — a -~ -— 


— 


с? = a° + b? ~ даЬ соѕд 


| OS = 2а cosh — b, 
QR * QT = QP * QS. 


(92 sin(x — g) = Sinx Cosy — cosx siny | 


°ЛАВС 的 面积 = 人 BCD 的 面积 + / DCA 的 面积 ， 


ВСА = 5 -x +y, CD = а зѕіпх =b созу, 


sin(x + у) = sinx cosy + cosx siny, 
() < x + < Tt 


e таала ыыы = 


(4) 


| 


— r . . . 


ОА=ОВ=ОС= 2» САВ =x, /СВА-у. 
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—AGB=.(AOD =x- (x + 1), 
sin(x +y)= AB = AE + EB, 
sinx = ВС, siny = АС. 


(5) | (150 +1) + (сїр) + 1)? = (sech + csch)? С 


` РО-сів0, ST = 180, 
РО = сѕсб, ОТ = sec0, 
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2ВС _ 2ВС 


— = 一 一 ы _— o 一 一 


sinf = 
АЕ AB+BD’ 


cos = AF _АВ- BD 


АЕ AB+BD’ 
АВ=1. 


го 
Cl 


u ——— ee re 
`x 


| 


(7) | (а – b)eos 


nE _ В „= 
csin( -#},а+д+у=п 


У = 
2 


CA=b, BD =a-b, 


=a, 


АВ-с, ВС 


=3, 


天 


--2, 


я 


1 


-n+l 


7 =й» агс1р >? 


Z 


=], 


М 


ы — 


п = 0. 
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—— Е. ны — —. — 
-- —— — 
= 一 一 一 一 一 一 一 一 -re 一 一 一 一 


B(1,n), FQ,n+1), tgZEOD= - 1 


п2+п+ 1 
arc tgn + arc tg _— 1 =arctg(n+ l). 
| сп +п+| | о 


(Ж) 利用 曲线 性 质证 不 等 式 


(1) 


Cr = (aand), 


e (ü +( ++ пе — еб; G гей Сей: G 


У? arc tg -= 1 — = arc tg( N + ] )— r N—= co, 


-r 
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(2) 


(3) 
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— -人 


иийй НН, 21-22 


_.. AN 
рр 9 Му =» 
N 
И) с | 


ОҚ ЕС,0) `: 


y =4рх 


QF = QD, QR ЕБ. 


AB>B4, е<А<В | 


. ‚ ]n In B 
e= A< B=>ma > Тр m >. 
№ А В А В °`. 


(入) 其 他 


| 
о МЭА 
(2) 


Ж.СА-Ол/М, М№=6К+1, В =. 


1 
3 


-L A, 


三 角形 中 的 多 边 形 为 一 正和 N 边 形 ， 


(3) єй» | 
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数学 归纳 法 ? 


j. S. Sominsky 


$1 什么 是 数学 归纳 法 


命题 分 一 般 命题 和 特殊 命题 。 我 们 给 出 一 般 命题 的 儿 个 
任何 一 位 苏联 多 公民 都 有 受 教育 的 权利 ， 
每 一 个 平行 四 边 形 对 角 线 的 交点 平分 对 角 线 ， 
任何 一 个 末 位 数 为 零 的 自然 数 必 能 局 5 整除 ， 
与 上 述 命 题 对 应 的 特殊 命题 是 : 
彼 特 罗 夫 有 受 教育 的 权利 ， 
平行 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 的 交点 平分 对 角 线 .。 
140 能 被 5 整除 。 
从 一 般 命 题 推 出 特殊 命题 称 为 演绎 。 洲 紧 下 面 的 例子 : 


任何 一 位 苏联 公民 都 有 受 教 育 的 权利 。 (1) 
彼 特 罗 夫 是 苏联 公民 ， (2) 
彼 特 罗 夫 有 受 教 育 的 权利 . (3) 


特殊 命题 (3) 是 由 一 般 命题 (1) 借 助 于 命题 (2) 得 到 的 ， 
由 特殊 命题 推 得 一 般 命 题 称 为 归纳 。 归 纳 可 以 导致 正确 


Q 本 文 根 据 Mir Publishers Moscow 出 版 的 《Little Mathematics 
Libraryy 中 的 小 册子 《The Method of Mathematical jnductiony》 
(Translated from the Russian bv Martin Greendlinger , 1975) 
m ЖАЙ ЕН. 

5 苏联 已 于 1991 年 12 月 27 日 正式 宣布 解体 ， 为 忠实 于 原文 ， 本 书坊 称 作 苏 
К. —— ЕН: 
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{5 
и. 


S 


结论 ， 也 可 能 导致 错误 的 结论 。 我 们 举 两 个 例子 说 明达 一 


140 能 被 5 整除 ， (4) 
任何 一 个 末 位 数 为 零 的 自然 数 必 能 被 5 Ж ЕЕ. (5) 
一 般 命 题 (5) 是 由 特殊 命题 (4) 得 到 和 的， 命 题 (5) 下 HW. 
оша» TRR. (6) 
任何 一 个 三 位 数 都 能 被 5 整除 ， (7) 
一 舱 命 题 (7 是 由 特殊 命题 (8) 得 到 的 ， ІН 命 题 (7) 不 正 


由 此 产生 一 个 问题 ， 为 了 得 到 正确 的 结论 ， 在 数学 中 应 
该 怎样 使 用 归纳 呢 ? 本 书 就 来 回答 这 个 问题 ， 


1， 首 先 考察 运用 归纳 的 两 个 例子 ， 这 种 归纳 在 数学 时 


是 不 允许 的 ，。 
fl 设 | 
_ Í , 1 l l1 
1. to. grat п(п+1) 
容易 验证 
001001 
95159 2” 
1.22.3 3’ 
S's = l ++ - 2, 


4 4. 
根据 上 述 结 SE, RIKA РЕЯ, ж. 
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#2 ХЕСКЕМА Хх ЛІ EY 5j L. Euler 的 
注意 。 用 * = 0 代入， 得 到 一 个 素数 41， 如 果 用 x=1 代入 ， 
则 又 得 到 一 个 素数 43， 继 续 这 个 过 程 ， 在 三 项 式 中 依次 用 
х= 2,3,4,…,10 代 入 ， 相 继 得 到 素数 47,53,61,71,83, 97, 
113,131,151。 由 此 我 们 断言 ， 用 任何 一 个 非 负 整数 x 代入 
这 个 二 次 二 项 式 ， 必 得 到 一 个 素数 ， 

上 面 两 个 例子 中 的 推理 为 什么 在 数学 中 是 不 允许 的 呢 ? 
所 获得 的 结论 什么 地 方 是 不 合理 的 ? 

问题 是 ， 在 上 述 两 个 例子 中 ， 我 们 只 是 依据 命题 对 

(或 x ) 的 茶 些 特殊 值 正 确 ， 就 认为 命题 对 任意 的 n ( 例 2 
中 对 任意 x ) 也 都 正确 。 

在 数学 中 ， 归 纳 被 三 返 使 用 ， 但 用 时 必须 有 技巧 对 归 
纳 的 粗 率 态度 会 导致 错误 的 结论 

ТЕТІГІ ЕН EET fn] 
9 给 出 证 明 ) ， 而 例 2 中 的 一 般 断 言 是 错误 的 ， 

实际 上 ， 我 们 稍 仔细 地 研究 一 下 二 次 三 项 式 x? +x+41 
就 会 注意 到 : 用 x=0,1,2,…,39 ҚА, БЕЙНЕҢ 为 素数 ， 
HH х= 40 代入 时 ， 其 值 等 于 41:， 这 是 一 个 合 数 ， 


22. 在 例 2 中 我 们 偶然 发 现 ， 一 个 命题 对 x 的 40 个 特殊 
值 都 成 立 ， 然 而 它 对 一 般 情形 尽 错 误 的 ， 

下 面 再 举 几 个 例子 ， 其 中 的 命题 对 特殊 情形 是 正确 的 ， 
但 对 一 般 情 形 不 正确 ， | 

013 ZMAX -10n 是 自然 数 ) 曾 引 起 数学 家 们 的 极 
大 兴趣 ， 写 与 儿 何 中 把 圆周 ”等 分 的 问题 有 密切 的 关系 。 因 
此 曾 对 这 个 二 项 式 进行 了 次 入 的 研究 。 最 使 数学 家 们 感 兴 
的 是 把 它 分 解 为 具有 整 系数 因子 的 乘积 
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对 许 许多 多 特殊 的 = 值 ， 考 察 x" 1 的 分 解 式 . 数学 家 
们 发 现 ， 在 分 解 式 中 ，x 的 各 次 寡 的 所 有 系数 的 绝对 值 都 不 
超过 1 。 实 际 上 ， 
х-]=х—1, 
Х-іс(х-10(Х419, 
Х-1-(х-10(х2-х-10, 
xt-]=(x-])Xx+])x(x2+]), 
xs- = (x-1) t +x3+x2+ x+ 1), 


x*-1=(x-1)XxX+1) (2 +x-1) (2 -x+1), 


数学 家 们 造 出 分 解 表 ， 并 且 看 到 : 在 所 造 出 的 表 中 ， 分 
解 式 中 x 的 各 次 各 的 系数 的 绝对 值 都 不 超过 1 。 他 们 由 此 推 
№. 对 一 切 的 n， 分 解 式 中 x 的 各 次 宕 的 系数 也 其 有 这 种 性 
质 。 但 试图 证 明 这 个 结论 的 种 种 尝试 都 没有 成 功 ， 

这 个 问题 最 后 由 . lvanov 解决 。 他 证 明了 ， 所 有 次 数 
小 于 105 的 二 项 式 x” -1 都 具有 所 说 的 性 质 ， (B Ч n = 105 
时 ，x ”一 1 的 一 个 分 解 因 子 古 

48 х1 Х46 — yi3 — gt _ 9.4! — х40 _ x39 4 x36 
+ х35 + х34 十 х33 + y3? + ХЭ! — З — Х26 _. 244 
-- 22 _ х20 + жі? + х16 + 15 + х14 + x 13 + y 12 
—-х%—х%#—20х1—х%—х®+х?+х+1, 
这 表明 它 不 具有 所 说 的 性 质 。 
_ 84 考察 形 如 2? +1 的 数 。 当 n=0,1,2,3,4 时 ， 


222 +1=3, 22 +1=5, 22 +1=17, 
22 +1=257， 2? +1=65537， 


它们 均 为 素数 ,17 世纪 和 若 名 的 法 国 数学 家 上 .Fermai 由 此 猜测 : 
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‚шш тшшн. 可 是 到 18 世 纪 时 另 一 位 著 
名 的 数学 家 L. Euler ARA 

22” +1=4 294 967 297 = 641 • 6700417 
是 一 个 合 数 。 

例 5 17 世纪 著名 的 德国 数学 家 ， 高 等 数学 的 创始 人 之 
— G. W. Leibniz EHT: АЕ п, n? — п НЕ 
3 ЯЕ, п-п 能 被 5 整除 п-т. ЖИЛ 
平 猜想 ， 对 奇数 和 任何 自然 数 n，n* -能 被 上 整除 ,但 
很 快 他 自己 就 发 现 

-2-510 
不 能 被 9 整除 。 | | 

例 6 著名 的 苏联 数学 家 D. A，Grave 也 曾 犯 过 类 似 的 
错误 。 他 提出 猜想 ，2?-! -1 不 能 被 7? 整除， 这 里 7 是 任意 
的 素数 。 直 观 的 检验 可 以 确认 ,对 于 任何 小 于 1000 的 素数 7 ， 
猪 想 成 立 ， 可 是 不 入 人 们 就 发 现 2" 和 -1 能 被 1093*(1093 是 
素数 ) 整除 ， 这 表明 Grave 的 猜想 是 错误 的 。 

例 7 设 有 n 个 平面 ， 都 经 过 一 公共 点 ， 其 中 任意 三 个 
平面 都 不 经 过 间 一 条 直线 ， 问 这 个 平面 把 空间 分 成 多 少 部 
分 ? 

我 们 先 考虑 这 个 问题 的 一 些 最 简单 的 情形 。 一 个 平面 把 

空间 分 成 两 部 分 ， 过 一 公共 点 的 两 个 平面 把 空间 分 成 4 部 
分 ， 过 一 公共 点 且 不 经 过 同一 条 直线 的 三 个 平面 把 空间 分 成 
8 部 分 。 

乍 看 起 来 ， 当 平面 个 数 每 增加 一 个 时 ， 空 间 被 分 割 的 部 
分 数 就 成 倍 地 增加 。 因 此 4 个 平面 把 空间 分 成 16 个 部 分 ， 5 
个 平面 把 空间 分 成 32 个 部 分 ， 一 般 地 ，7 个 平面 把 空间 分 成 

35 


2" 个 部 分 ， о 

实际 上 ， 结 果 并 非 如 此 。 例 如 ，4 个 平面 把 空间 分 成 14 
个 部 分 ， 5 个 平面 把 空间 分 成 22 个 部 分 。 可 以 证 明 ，n 个 平 
面 把 空间 分 成 n(n 一 1)+2 ^^ 1 GER AL $ 249113). 

и 我 们 再 给 出 一 个 更 令 人 信服 的 例子 。 

2% ЗА, 9911? + 1， 如 果 依 次 把 = 1,2,… ҚА, Ж 
么 无 论 我 们 花费 多 少 天 (或 多 少年 ) ， 也 得 不 到 一 个 完全 平 
方 数 。 然 而 ， 如 果 据 此 认为 形 如 991n? +1 的 数 都 不 是 完全 
平方 数 ， 那 就 错 了 。 实 际 上 ， 在 形 如 991"? +1 的 数 中 有 完 
全 平方 数 ， 只 不 过 使 它 是 一 个 完全 平方 数 的 那个 最 小 的 整数 
n 非常 之 大 。 这 个 数 是 
п = 12 055 735 790 331 359 447 442 538 767. 
通过 上 述 例子 ， 我 们 得 到 一 个 简单 而 又 重要 的 结论 : 
一 个 命题 可 能 对 一 对 列 的 特殊 情况 是 正确 的 ， 但 对 一 般 
情况 并 不 正确 。 

3, 现在 ， 发 生 了 如 下 问题 ， 一 个 命题 对 几 个 特殊 的 情 
ПЕНН, ЧЕХ АТАУ НЕХ, MAERA 
判断 它 对 一 般 情 况 是 否 正 确 嘴 ? 

借助 于 一 种 特殊 的 推理 方法 有 时 能 圆满 地 回答 这 个 问 
题 ， 这 种 推理 方法 称 为 数学 归纳 法 (完全 归纳 法 ) ， 

数学 归纳 原理 是 构成 数学 归纳 法 的 基础 。 

数学 归纳 原理 ”如 果 一 个 命题 满足 ， 

(1) 当 n=1 时 ， 命 题 成 立 ; 

(2) 设 K 是 某 个 任意 的 自然 数 ， 假 定 由 n=k 时 命题 成 
站 可 推出 n=k+1 时 命题 成 立 ， 
那么 ， 命 题 对 所 有 的 自然 数 n 都 成 立 。 
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证 明 D ”用 反 证 法 。 车 不 然 ， 则 存在 一 个 自然 数 m， 使 
Жы а) Wan QB RA, GD 对 每 一 个 "mm 命题 成 

ау 《换血 话说 ， 刀 是 使 命题 不 成 立 的 最 小 的 自然 数 )， 

由 条 件 (1) 知 命题 对 n=1 成立， 因此 显然 m1， т-1 

一 个 自然 数 ， 由 于 mm 一 1 加 ， 此 时 命题 对 т -1 йг, {Н 
对 不 上 Сал, ХУЖЕ). ЕА. 

实际 上 ， 在 证 明 数 学 归纳 原理 时 我 们 用 到 了 最 小 自然 数 
原理 ， 任 意 自 然 数 集 合 必 包 含 最 小 的 自然 数 ， 容易 看 到 ， 最 
小 自然 数 原理 又 可 作为 数学 归纳 原理 的 推论 而 得 到 。 因 此 这 
两 个 命题 是 等 价 前 四 。 如 果 把 它们 中 的 一 个 作为 定义 自然 数 
的 公理 集中 的 一 条 公理 ， 那 么 另 一 个 就 成 为 一 条 定理 ， 通常 
我 们 把 数学 归纳 原理 作为 公理 。 


4。 建 立 在 数学 归纳 原理 基础 上 的 证 明 称 为 用 数学 归纳 
法 。 这 个 证 明 必须 由 如 下 两 部 分 组 成 ， 它 们 是 两 个 独立 的 定 
理 | 

定理 1 当 n=1 时 ,命题 成 立 。 

ЖЕ) 假设 当 n=k 时 命题 成立， ГЕТЕ 
题 也 成 立 ， 这 里 的 天 是 某 个 任意 的 自然 数 ， 

如 果 这 之 两 个 定理 都 获得 了 证 明 ， 那 么 根 据 数 学 : 归纳 原 


ч G 


— — Tr 


НИЖЕ ЕН, лена, 
Bi D f J, Е T WE R O A FB ІН АНАХИЯ À p —, Ae Же 
归纳 原理 更 明显 《或 更 不 上 明显》 WOO AD ЖЕ, ПЕТЕЛ ТКИ E z 
КӘК £ f W K Г ЖАЛИ. НИ, ПАУ 
“Алым, SAW PD u, ИГ O PE t CH 3 A —, М 
И “тш” ЖИР РП ОШ. 

2 916, Aob E ККЖ ОШ НИ“ КҮШ ЖДИ, F 给 出 的 证 明 
也 是 错误 的 请 参见 本 书 的 《关于 数学 归纳 不 ВИДЕ». — 一 证 | 
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理 ， 命 题 对 所 有 的 自然 数 7 上 成立， 


例 9 RFN 

с. т... 1 

п 1.2 2.3 3.4 п(п+1)° 
已 经 知道 ( 见 例 1) 


1 2 З 4 
S1 = о? 5 = 3 ° 5:= 了 本， S4 = . 5 ° | 
现在 我 们 不 会 重 犯 例 1 中 出 现 的 错误 了 ， 即 不 马上 断言 
”对 所 有 的 自然 数 n， 有 
. n 
п+1* 


Sn = 
而 是 非常 道 慎 地 说 ， 经 过 对 和 51,55, 53,5. 的 检验 后 提出 候 
设 (猜想 ) S, = ;对 所 有 自然 数 n 成 立 。 此 外 ,我 们 还 知道 


当 n=1,2,3,4 肝 这 个 假设 RA. 下 面 用 数学 归纳 法 证 实 这 
个 假设 。 


ЖІ 当 n=1 时 ， 因 为 $,= 收 ， 所 以 假设 成 立 ， 


2? 
定理 2 іп- КВН АЗГ, НП 
s= l asli s л 
k 1.2 2.3 К(К+1) k+l 


其 中 是 某 个 自然 数 。 要 证 明 n=K+1 上 时， 这 个 假设 仍然 成 
这 ИП 

k + 

б-р го. 


=ч 


事实 上 
ç sq ИИ 
kri ГЕТЕ АНУ 
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К. ] К +1 
ТЕТО) k + 2 
两 个 定理 都 被 证 明 。 根 据 数学 归纳 原理 ， 对 所 有 自然 数 n 有 
nit 

#1 必须 强调 : 用 数学 学 归纳 法 给 出 的 证 明 ， 要 同时 证 
明定 理 1 和 定理 2 Л, 

在 例 2 中 我 们 已 经 看 到 ， 对 定理 2 WRA 会 导致 怎样 的 
结果 。 下 面 的 例子 说 明 ， 也 不 能 忽视 定理 1. 

По 定理 每 一 个 自然 数 等 于 紧 挨 其 后 的 自然 数 . 

我 们 用 没有 定理 1 的 “数字 归纳 法 ” 钾 出 证 明 ， 假定 

| k=k+I, (8) 


Sko 


эһ = 


要 证 

К+1=К+9, (9) 
事实 上 ， 在 等 式 (8)? 的 两 边 各 加 上 1 НА (9). ЖЖ 
明 ,，， 如 果 命 题 对 n=k 成立， 那么 它 对 n=Kk+1 也 成 立 , 定 理 
证 毕 。 | | 

推论 ”所 有 的 自然 数 都 相等， 

ВЕНЕ. ВА 误 出 ЕН? 问题 在 
J: 应 用 数学 归纳 原理 时 还 必须 要 证 了 明定 理 1 ， 但 这 里 未 给 
出 证 明 ， 只 单独 证 明了 定理 2 。 实 际 上 定理 1 不成立， 

定理 1 和 定理 2 各 有 自己 特殊 的 含义。 定理 1 产生 归纳 
的 基础 ， 定 理 2 给 出 无 限度 的 自动 推演 这 个 基础 的 权利 ， 从 
一 种 给 定 的 情 襄 推 蔬 到 下 一 种 情况 ， 即 从 7? Жіп-1, 

如 果 不 证 明定 理 1 而 只 证 明定 理 2( 见 例 10)， 那 么 缺乏 
进行 归纳 的 基础 ， 因 为 实际 上 要 推演 的 东西 根本 就 没有 ， 所 
以 用 定理 2 是 无 意义 的 ， 


如 果 不 证 明定 理 2 而 只 证 明定 理 1( 见 例 1,2), 那 么 虽然 
月 纳 的 基础 有 了 ， 但 不 能 保证 由 归纳 的 基础 所 推演 的 结论 完 
全 正确 。 | 

2 ”上面 只 是 对 最 简单 的 情况 分 析 了 数学 归纳 法 ， 至 
于 较 复杂 的 情况 ， 定 理 ] 和 定理 2 必须 作 适当 的 变化 ， 

归纳 法 证 明 的 第 二 部 分 ， 有 了 肘 不 仅 建 立 在 命题 对 1 = 大 成 
立 的 基础 上 ， 而 及 还 要 涉及 命题 对 n=k- 1 也 要 成 立 。 这 时 
证 明 中 的 第 一 部 分 必须 验证 命题 对 1 的 两 个 相继 的 初 值 成 
ale | 
有 时 候 还 会 发 生 这 样 的 情况 : 用 归纳 法 证 明 的 第 二 部 
分 ， 要 证 明 命 题 对 某 个 自然 数 n 成 立 ， 先 要 假定 命题 对 所 有 
小 于 7n 的 自然 数 成 立 。 读者 在 下 节 将 看 到 这 种 例子 ( 见 $2 
例 7)。 

有 了 时候 ， 命 题 并 不 要 求 对 所 有 的 自然 数 n 成立， 而 只 是 
要 求 对 大 于 某 个 确定 整数 m 的 所 有 自然 数 n ОГФ. ЖЕНЕ 
明 中 的 第 -- 部 分 先 要 验证 命题 对 n=m+1 成立, 如 果 需 要 ， 
还 可 以 多 验证 的 几 个 相继 值 。 


5。 为 阐明 数学 归纳 法 的 要 点 ， 我 们 再 一 次 考察 例 1 。 
Z ЖЖ 


n 12 0.3 п(п+1) 
НІШ ІҢ 
1 2 382224 
| 一 о ° 99 3 ° Уз = 1 ` 94 5 ° 


T ш, {ЕИ лл ДИК КЕШ DIANE. 


H 


эп = n+l’ 


必须 用 数学 :归纳 法 证 实 这 个 猜想 。 举 运 的 是 ， 这 个 猜想 与 当 
初 我 们 所 提出 的 假设 一 致 ， 如 果 当初 给 全 出 的 是 一 个 错误 的 假 
设 ， 那 么 ， 在 前 面 例 9 中 证 明定 理 2 时 ,错误 肯定 会 早已 被 


发 现 ， 


下 面 的 例子 说 明 ， 有 了 时 我 们 提出 的 猜想 可 能 


的 ， 必 须 用 数学 归纳 法 进行 检验 ， 
例 11 考虑 求 和 
g al g l gamp 1 
п 1.02 72. 3“ tant)’ 
假设 已 分 析 过 S;, 进 而 提出 猜想 | 


ЕРТЕН 


1 . ` a. , 
由 于 Si =, JORN = 1 成 立 ， 假 定 (10) 式 对 n= 


H|] 
k+1 
S k = 3k + 1° 
我 们 试图 证 明 (10) 式 对 ?= k+1 b peor, BN HEB 
k + 2 
ұза ЗК + 4° 
由 于 | 


_ кок 
S K+ A= Ok + (k+1)(k +2) 


o k+l _ 1 
“Закк17 (65190649) 
_ kgk +gk+2 = 
 (k+])XXk+2)(3k+1) 


х АЛЕ 


(10) 


k RL, 


(11) 


所 以 这 个 结果 不 是 我 们 要 证 明 的 (11) 式 ， 

这 个 例子 表明 ， 册 假定 (10) 式 对 n= 成 立 推 不 出 当 n = 
к + 1 时 (11) 式 成 立 。 这 时 可 以 发 现 猜想 是 不 正确 的 . 

因此 ， 数 学 归纳 法 允许 人 们 检验 在 一 般 规 律 的 研究 中 所 
提出 的 种 种 猜想 ， 接 受 正确 的 ， 接 弈 错误 的 。 | 

为 了 学 会 如 何 应 用 数学 归纳 法 ， 我 们 必须 分 析 足 够 多 的 
例子 。 00 О Е 

为 了 避免 不 断 地 重复 “定理 1 ”和 “定理 2 ”这 两 个 短 
语 ， 下 面 约定 用 记号 1" 和 2"? 分 别 表示 归纳 证 明 中 的 第 一 部 分 
和 第 二 部 分 〈 这 两 部 分 构成 了 归纳 原 理 的 最 基本 的 两 个 定 
理 ， 对 它们 的 证 明 等 价 于 用 归纳 法 ) 。 此 外 ， 我 们 把 例题 与 
习题 加 以 区 分 ， 例 题 给 出 详细 的 解答 ， 而 习题 是 让 读者 自己 
去 做 的 .。 文 末 给 出 了 习题 的 提示 与 解答 。 


$2 ”恒等式 证 明 及 算术 性 质 的 问题 
и] 1 按 递 增 的 顺序 写 出 奇 正 数 1,3,5,7,…。， 并 记 


ИТ, u= 3, Из=о, НЕТ, te 
问题 是 如何 利用 下 标 n ， 构 造 奇 数 Un 的 表达 式 ? 
B 第 一 个 奇数 ul 可 表 为 


ии =2. 1-1; | (1) 

第 二 个 奇数 и, п] ЖЕЖ 
и;=2*2-1; (2) 

”第 三 个 奇数 us 可 表 为 
из=2* 3-1, (3) 


仔细 考察 等 式 (1),(2),(3) 之 后 ， 我 们 可 以 提出 狂想， 用 这 
个 奇数 下 标的 2 倍 再 减 去 1 就 可 得 到 任意 一 个 奇数 ， 即 第 
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小 奇数 是 | | 
Un = 2n—1, | (4) 
F I ur BH X ЭЁ АЕ д ТЕ). 
1° 等 式 (1) 表 明 公 式 (4) 对 ”= 1 成 立 ， 
2” 假 定 公式 (4) 对 n= 成 立 ,* 即 第 K 个 奇数 有 表达 式 
ux = 2k—1, 
要 证 明 公 式 (4) 对 弟 K+1 个 奇数 有 
Ира = 2(k+1]1)-1 
或 等 价 地 证 明 | 
ur,1 ЕРК +1. 
ХИН k + 1 个 奇数 ， 只 要 对 第 天 个 奇数 加 2 , HHN 
Ик+1 = uk +2, 
得 由 假设 и, = 26-1, МИ 
Urri= (2К- П-+2=2К+1. 
WEAR, Я u, 的 表达 式 为 
Ча = 20 — 1. 
例 2 1 Вп ТЕН. 
解 ” 设 所 求 的 和 为 Sn BN 
$а=1+8+5+##+(2п1—1), 
这 个 问题 在 数学 里 有 现成 的 求解 公式 。 我 们 感 兴 趣 的 是 不 依 
靠 任何 现成 的 公式 而 用 数学 归纳 法 解 这 个 问题 。 为 此 ， 首 先 
需要 构造 猜想 ， 即 设法 去 猜 一 下 这 个 问题 的 答案 。 
依次 对 n=1,2,3,… 求 5 的 值 ， 并 尽 可 能 多 的 多 取 一 
Hen 的 值 ， 以 便 能 做 出 比较 可 靠 的 猜想 。 剩 下 的 事情 就 是 用 
数学 归纳 法 验证 这 个 猜想 ， 
我 们 有 | 
Si=1, Sa = 4, 8-09, $5.=16, 85-25, 5; = 36, 


43 


现在 ， 事 情 依 赖 于 求解 者 的 观察 力 是 否 敏锐 ， 以 及 他 在 特殊 
结果 的 基础 上 猜测 出 一 般 结果 的 能 力 ， 
容易 看 出 
Si=1，S$:=22，Ss=3，S4=4. 
根据 上 述 结果 ， 一 般 可 以 假定 
S, = n°, 
ATEA MANA 个 猜想 是 正确 的 。 
` 当 ) -工时 ， 求 和 是 对 单个 数 工 求 和 ， 其 和 为 1 Ti 
WARN MSFI. Hk мо IMARA, 


2° ш = ЕЕЕ ы S, = К, 要 证 当 n=k+1 
ба (KE+1)2， 


$к-а=$к+(2К+1), 
ІНІҢ S, = К°, А; 
Ska =k: + (2k + 1) = (k+ 12, 
根据 归纳 原理 ， 前 7 个 奇数 的 和 
Sn= n°, 
习题 ] 设 u=1， 并 且 对 每 个 自然 数 k(k>1), 有 


цр = Uk. 3, 


Жи 的 表达 式 (жи, =3.1-2, и, =3.2-2.). 
习题 2 ЖЯ 
© SpEl+2+2 +2 yet 20L, 
(提示 $. =2-1, 5;-2!-1, S = 2 ~ 1, ) 
例 5 证 明 : И акр 
| .这 个 问题 与 前 面 的 例子 不 同 ， 因为 这 里 已 经 有 结 
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论 ， 所 以 不 需要 再 去 猜想 ， 只 须 证 明 这 个 结论 是 正确 的 。 
设 所 求 之 和 记 为 S, BN 
ба-1%9%3%--4п, 
]” 当 n=1 有 时 结论 成 立 。 
2° jx 


S. =1+2+3+-*. +k=k(k+1)/2, 


= 


要 证 | 
би. = (k+]1)X6(k+2)/2, 
事实 上 ， | | 
96.1253 + (6+1) = КОК + 1)/2 - (К+1) 
=(k+1)(k+2)/2. 
问题 获 证 ， 


例 4 ШИЯ. 前 7 个 自然 数 的 平方 和 等 于 
n(nt+1)(2n+1) 
. 6 4 
М ја San) = 12+ 2+3? F e +n, 
1. (1+1)(2. 1+1) 


1° Ss(1)=1?= 6 . 
2° 假定 | 
$,(п) пп Бе 

那么 


$2(п+1)= 12+ 22 + 32 + + 12+ (n + 1)? 
_!!(п +1)(2п +1) 


6 +(п+1)?. 
化 简 后 得 到 
Sans = РР, 
例 5 证 明 | 


$. =1- 224+ 32 — 42 + «6. +( — Пти 
„-11°п + 1) | 
-(-1) Т. 
м 1° мА ОЯЖАС-1022-1). 


2° м 
К(К+1) 
5к=1-2°%*+83%®—+# + ( ее С КС? 


我 们 要 证 | 
S. =Т- 22+ 31 — 66 +(— ДЕ + O (+? 
= f — к 
事实 上 ， 


Sk 1 = ок + ( —1)^(К+1)? 


— ( - pe 011) + ( _ ТЕК + 1)? 


К 
= ( -D| &+р-5 (ӨЗІ 


k + (К+ 2) 


К 
Щи _ k ` _ 
с=‹(—1) 5 . 
Я яз ЕНД 
| (п = 1)( п +1) 
12 + 92 + 52 十 °. N (Әп 一 1)? = п ап үе N 
习题 4 证 明 
3 03 аза ana | (И 31212 
13 +93 + 33 + +т = | 5 Е 
习题 5 证明 
+] __ - 
хинт" НО, 


例 6 证 明 
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(пб nnti) 


1. 2+2. 8+3. 4+ *** + (п 1)n= о 


ы 1。 当 mn=1 时 ， 有 1.2= 2 


3 °`: 
2° 如 果 
1942. 3+3. дет (по Dn- ІС (И 


8 ` 
那么 
1. 2+2. 3+3. 4+ ++ (п- Пп+п(п+ р 
+В, 
3 
_ n(n+ ])(n+ 2) 
5 7 . 
如 果 注 意 到 


142%2»%3-3.4-"--(п- |)п 
=1(41+1)+2(2+1)+3(3+1) ++ 
+(п—-1)|(п-1) +11 
=[1%+2#++е+(п-1)°]+[1+2+ e 
+ (п- 151, 
那么 从 例 3 和 例 4 的 结果 可 证 得 例 6 的 结论 ， 
习题 6 证明 
1+2*38+2+3+4+3, 45 5+#+п(п+1])(лт+2) 
_ пт + (+ 2)(п +3) 
4 ее 
习题 7 证 明 
1 1 | 1 n 


习题 8 证 明 


1 ° о" п? п(п+1) 
1.387 74.5 оңт on- 1 On +1) 2(9п+1)* 


习题 9 证 明 
] 十 Ср + l +. + ll _ _ — M 
1-4 4.7 7.10 (3n-2Xė3n+1) 3п+1* 
习题 10 证明 
1 + l | + -- 1 о. + ЕКЕ КЕНЕ `— 2 п. 
1.45 5.9 9.13 (Ап-30(4п-1) 4п+1* 
习题 11 证 明 


1 | 1 
aarD Catiatr2) (a+n-l)(a+n 


и 
с а(а+п)* | | | 
97 0-9. t=3， 并 且 对 每 一 个 自然 数 k， 有 


кА 一 914, — Әрә 


ПЕНЯ: п. =2 +1, 
解 1” 由 题目 所 给 的 假设 知道 ， 当 n=0 和 n=1 时 命 
шыу. | 
2° тр = 2+1, =2 + 1, 那么 
прат = 3028 +1) – 202871 +1) = 2811, 
Я #12 设 


a? – p? _ В? 
а 20), 


FEINT НА k>), Ж 


и 一 


ик = (а+ ВӘир 1 аВик-2, 


HE PH 


1 В"! 
а- р ° 
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из НИ 
51-141!159» 21-3» Ol Пе nt, 
СВОЕ 1.2. 3... nini BE “лп Ж”. 
我 们 要 记 住 几 个 重要 的 值 : 
11=1，2!=2，3!=6，4!1=24，5!=]120) 
ЖЕ Si=1。1!=1，9S=1。1!1+2。2!=95， 
ЕТ 1+2. 21 +3. 3! = 23, 
$4=1* 1+2. 21 +3 + 31 +4 * 4! = 119. 
考察 这 些 结 果 ， 我 们 会 和 注意 到 
51-2!1-1, 5,= 31-1, 
$8 =41-1, 85,= 91-1, 
这 就 可 能 产生 猜想 | 
S,=(n+])! - 1, 
下 面 证 实 这 个 猜想 ， 
1° НХ S =1.11=2!1-1, WAS n= 1 时 猜想 正确 ， 
2° м 
S. = 1. 1+2 Эр. +k+Kkiíi=(k+1)!-1,. 
要 证 明 
© Spa =le +2 9+. К + КЕ (К+Т) + (К+1)! 
=(k+2)1- 1. | 
事实 上 ， 
$к-1=5$к+(К+1)* (K+1)! 
= (К+ РЕ 17+ (К+) + (К+ 1)! 
=(k+1)í: 1]+(k+1) -1 
=(k+1)i(k+2)-1 
=(k+2) - 1, 
习题 13 ЕНІН Ж 


n 
l 2 4 822222 


зз —, +- ` + -一 一 一 - 十 “. .. 
1+x 1+x? ]+x* 1458 ] +х?" 
1 оп + 1 
х-ро" 
#19 D Б а+ В= т, арта, 
а 
= m — 一 .一 -一 
А» тр» 
а 
Аз= т — , Айти 
m 一 т 一 
т- 1 а 
ІП 一 .. 
m-i 


..., 一 般 地 ， x k>1 有 
Арлат (тэ, ap). 
k 
由 此 证 明 
_(а®`1-8*®'')-(а°*— В") - 
x Ап (ат pr) -ani Br) (5) 
解 1” 首 先 证 明 公 式 (5) 对 n=2 мог. WEBE, 


В 


а | a 
Азт- maj tP Сууу 1 


а + В* +ар-а-вВ 


ар ° 

由 此 式 就 有 

(о-в 
Ес о (а? – В?) – (а- p) ° 

这 是 因为 上 面 的 分 式 约 去 因子 (a- 让 后 得 
а? + в? +ав-а-р 

Аз = 一 454-і ° 


А» 


(n +])a ° -Ra 


D жит асин ас улуу — wau 
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2° 假设 公式 (5) 对 n=-k 成 立 ， 即 
(ak +i В" 1) — (ak 一 pE) | 
| Ак = (ак 一 вк) ~ (аят 1 __ — Вк 19% (6) 
楼 证 明 公 式 (5) 对 n=k+1 也 成 立 ， 即 证 明 
(Qk*2— Be BEtE) 


一 — a r r 


Åk+1” (ак 一 BK:! (ak – ВК) ә 


ас (а-р)- 


ар 
| Ақа А.” 


PAFA (6), агт. 
авг (ak — вю) - ас 28. Ps 
Анта - 7 (оК? 1— фу 一 - вк 7 


(062 – pk+2) — (a+! — В+!) 


= ак 2 ве’ ak C ky * 


结论 获 证 ， 
к 化 简 多 项 式 
X х(х-1) „(хр (x — n + 1) 
1 - l! + 21 — езе + ( 一 1) п! | ° 
解答 о о алиа и? 


$110 证明， 任何 一 笔 超过 7 卢布 的 整数 款 ， 都 可 用 面 
额 为 3 卢布 和 5 卢布 的 钱 付 清 而 不 需要 甚 它 面 额 的 钱币 。 
解 1” 当 这 笔 款 是 8 卢布 时 ， ТИМО 8 rifi = 
3 卢布 +5 卢 布 )， | 
2° 假设 命题 对 к(Е;>8) 卢布 的 整数 款 成 立 Ws 那么 可 能 
发 生 两 种 和 情况: (1) 这 笔 卢布 的 球 只 用 3 户 布 的 钞票 就 可 
ыы (2) 在 支付 这 笔 Fi fi НАН ELE НН] -k 5 卢布 
51 


”在 第 一 种 情况 ， 因 为 此 时 x 二 8， 所 以 至 少 有 三 张 3 ili 
的 钞 束 。 为 了 支付 + 1 卢布 ， 只 需 用 两 张 5 卢布 的 钞票 友 换 
下 那 笔 卢布 款 中 的 三 张 3 卢布 的 钞票 就 可 以 了 。 

在 第 二 种 情况 ， 为 支付 K+ 1 卢布 ， 只 需 用 两 张 3 卢布 的 
钞票 去 赤 换 那 笔 下 卢布 中 的 一 张 5 卢布 的 钞票 即 可 ， 


$11 WEB: ТЕТІН АМ и ЛА НЕВЕ 9 
整除 ， 

ШЕҢ 1” 因 为 +23+33 能 被 9 整除， 所 以 命 厦 对 时 数 
为 1 的 三 个 相 邻 自然 数 成 立 。 


2° рек + (k+1) + (k+ 258638 9 рк, ЖК Л 
日 然 数 ， 考 察 和 | 
(К+1)#%#+ (К+2)%#+(К +3)? 
= (К+1)%#+(К+9)%+К% + 9k2 + 97k + 97 
=|kš+(k+1)'+(k+2)% +9(G(k°+ 3k +3), 
EC AN T ЛШ ШОЛ, Е УСНЕ ВЕ 9 整除 ， 故 其 和 能 被 
9 Ж. 

习题 15 ”证明 

Аз = 11" 2. 192281 
能 被 133 整 除 ， 其 中 по 为 整数 。 

例 12” 在 2n 个 自然 数 1,2,3,…,2n 中 任意 选取 n+ 1 个 数 ， 
МЕНН: ЕТЕ УЈП 1 个 数 中 至 省 有 两 个 数 ， 其 中 一 个 可 锌 
п. 

ШЕҢ 1” 当 n=1 时 ， 只 有 两 个 自然 数 1,2， 命 题 成 立 ， 

2” 假 设 从 27 个 自然 数 1,2,3,…,2n 中 能 够 选取 n+ 1 
数 (7 二 2)， 使 得 这 2+1 个 数 两 琴 郑 不 能 互相 整除 。 为 简明 
起 见 ， 用 M1 记 由 这 n+1 个 数组 成 的 集合 。 下 面 要 证 明 : 
从 2(G -1) 个 数 1,2,3,…;2n 一 2 中 也 能 够 选取 nn 个 数 ,使 得 
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它们 两 两 不 能 互相 整除 。 
”可 能 发 生 四 种 情况 # 

(1) 2п-16М,,,Н 21 & Мы. 1; 

(2) 2n-1€ M, H 2n & Ми. 1; 

(3) 21Е M, R.2n- 16 Mi 

(4) 21 -1ЕМ‚..Н. 2лЄ Ми... 

第 一 种 情况 ММ. ЖЕЖ, ШІМ, ОЕ п 
个 数 ， 其 中 每 个 数 乏 2n - 2， 它 们 两 两 不 能 互相 整除 ， 

第 二 种 情况 从 М„., Жол 一 1, 则 剩 下 1 个 数 ， 
其 中 每 个 数 过 2n – 2， 这些 数 两 两 不 能 互相 整除 。 

第 三 种 情况 从 Mi 中 剔除 元 素 22， 也 得 到 同 样 的 结 

第 四 种 情况 ”首先 注意 到 数 ne М,.. 因为 否则 Mni 
中 将 有 两 个 数 ( n 和 2n), 其 中 一 个 可 被 男 一 个 整 际 ， 

АМ, ІІ 2п -1 和 2n 两 个 数 ， 并 把 由 剩 下 的 数组 成 
ПЕ М. ÆR п А Ma- Я Man- ， 则 Mi 
包含 n 个 数 且 每 个 数 < 21-2. ПЕ: М. 中 的 了 个 
数 两 两 不 能 互相 整除 ， | 
在 Mu 中 不 包含 这 样 的 两 个 数 ， 其 中 之 一 可 被 另 一 个 
整除 。 因 此 ，M_-i: 也 不 包含 这 ЖЕ 的 两 个 数 。 剩 下 的 工作 是 
证 明 ， Жп Ж А MI 后 ，M。: 仍 不 包含 这 样 的 两 个 数 。 
为 此 ， 只 要 证 明 : 

(1) 在 Mi 中 不 包含 能 被 2 整除 的 数 。 

(1) n 也 不 能 被 届 于 Mi: 的 任何 一 个 数 整 除 ， 
由 于 Mi 中 的 数 不 大 于 2n- 2， 因 此 推出 《〈i) 成 立 。 又 根据 
Әп 不 能 被 M%-! 中 的 任何 一 个 数 整除 ， 推 出 (让 成 立 、 

因此 ， 如 果 我 们 假定 命题 对 27 个 数 1,2,…,2n 的 情形 不 
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Жа» ЕЛІ 2(п-10 个 数 1 ,2,…,2n 一 2 的 情形 也 不 成 
萨 。 如 此 递 推 ， 最 后 推 至 命题 对 只 有 1.2 两 个 自然 数 的 情形 
也 不 成 立 ， 与 1" 矛 盾 。 由 此 可 知 ， 如 果 命 题 对 2(n - 1) 个 数 
1,2,…,2n 一 2 的 情形 成 立 ， 那 么 它 对 2n 个 数 1,2,… ,2n 的 情 
JARAS 

从 2°* 和 1° ЧҮГҮ 个 数 1,2,…,2n 的 情形 成 立 ， 这 
里 7 是 任意 的 自然 数 ， 

Е ”这 个 问题 还 有 下 面 的 简单 解法 : | 

在 27 个 数 1,2,…,27 中 任意 选取 n+1 个 数 ， 它 们 组 成 的 
ЖОЖ М... НОЯ М. РВ, ЕҢ Жа 
数 。 这 些 奇数 与 М, :中原 有 的 奇数 组 成 的 集合 记 为 Мпа. 
集合 M1 包含 六 + 1 个 奇数 ， 其 中 每 一 个 奇数 都 小 于 2п, H 
为 小 于 或 等 于 2n 的 奇数 只 有 7 个， 所 以 在 集合 Marap Eb 
有 两 个 奇数 相等 ， 志 这 两 个 相等 的 奇数 为 k， 这 就 说 明 集 合 
Ми th 6 ЛК 和 2 kh s 和 二 可 能 有 一 个 是 零 )， 
其 中 之 一 可 被 另 一 个 整除 ， 

习 是 16 试 证 ; 平面 上 过 一 公共 点 的 n 条 不 同 直线 把 


平面 分 成 2n 个 部 分 。 
7115 WHE: -aka 上 任何 三 个 平面 不 过 一 条 公 
共 直 线 的 款 个 平面 把 空间 分 成 
` А,-т(п-19-9 
个 部 分 。 | | 
ШЕҢ 1° 0-15, АРНЕ ЕҢ АТВ, 
А, =2. ИЖ. 


”假设 命题 对 n= 成立， 即 假设 天 个 平面 把 空间 分 成 


D 习题 1 和 例 13 与 儿 何 问题 及， 它们 归 入 这 一 一 节 主 要 是 由 于 其 本 质 上 的 
. 纯 算术 性 质 . 
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K(k 一 1) + 2 个 部 分 。 我 们 要 证 明 k+ 1 个 平面 把 空间 分 成 
k(k+1)+2 
个 部 分 。 | 
事实 上 ， 设 PP 是 第 K+1 个 平面 。P ty BJ К 个 平面 中 
的 每 个 平面 都 相交 ， 其 交 线 是 一 条 直线 。 因 此 平面 P 修 过 一 


公共 点 的 天 条 不 同 直线 分 成 若干 个 部 分 。 由 习题 16 我 们 可 以 
断言 ， 平 面 已 被 分 为 2k 个 部 分 ， 其 中 的 每 一 部 分 是 以 该 公 共 
点 为 顶点 的 平面 角 。 

先前 的 个 平面 把 空间 分 成 若干 个 多 面 角 。 这 些 多 面 角 
中 有 一 些 被 平面 P 分 为 两 部 分 。 这 两 个 部 分 的 公共 面 ， 就 是 
由 平面 P 与 该 多 面 角 的 面相 交 所 截 两 条 射线 所 范围 的 平面 部 
分 ， 也 即 P 被 分 成 的 2k 个 平面 角 之 一 ，。 

这 表明 ,被 平面 P 分 成 两 部 分 的 这 种 多 面 角 的 个 数 夺 2k. 

另 一 方面 ， 平 面 P 被 分 成 2k 个 部 分 ， 这 2k 个 部 分 是 平面 
“了 与 先前 的 个 平面 相交 而 成 的 ,由 于 任意 三 个 平面 不 共 线 ， 
所 以 其 中 的 每 一 部 分 是 两 个 新 的 多 面 角 的 公共 面 。 因 此 它 把 
由 先前 个 平面 构成 的 一 部 分 多 面 角 中 的 每 一 个 分 成 了 两 部 
>. - 
于 2k 个 。 — | | 

因此 ， 由 先前 的 个 平面 所 构成 的 空间 被 平面 P 分 成 两 
部 分 的 恰 有 2k 个 部 分 ， 从 而 ， 由 假设 个 平面 把 空间 分 成 

| КК-1) +2 
个 部 分 ， 那 么 X+1 个 平面 就 把 空间 分 成 

ГКК 1)+2'+9К =КК+П +2 

个 部 分 。 命 题 得 证 . 


这 说 明 被 平面 P 分 成 两 部 分 的 这 种 多 面 角 的 个 数 不 能 小 
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$3 三 角 问 题 与 代数 问题 


ЖТ 证 明 重 等 式 


5102" +10 
O | +. gon = 
cosa сос2а соз4а+..созота = 


21” 151па* 


ШЕҢ 1° 4 n = 0 时 ， 因 为 cosa = (sin2a)/(2sinc), 所 以 


НАЛОГ. 
2° 假设 当 ”= 天 时 恒等式 成 立 ， 即 
бово sink 10 
COSA- COS20 20540 «•..с052 а = тета 


那么 ， 当 n=k+1 有 时 恒等式 也 成 立 。 事 实 上 ， | 
ѕіп2К +1д cosok 1а 


cosa cos2a COSAQ ++. с039Ка COSOK t Га 二 — Ета 


_ 2“ "2a 
+25 та” 
#2 ША, = сов, А, = cos20， 且 对 所 有 的 自然 数 k(k 


222), # 
А, = 2со50 А | — Ақ 


А НЕ A, = cosn0, | 
证 明 1” 当 n=1 和 n=2 时 ， 结 论 成 立 ， 
2° ҰРА, = cos(k -2)0, А„_ү=соз(К—-1)0, Mij 
` A, = 2со80 cos(k — 1)0 — cos(k — 220 = cosk0, 
яз 证 明 


o n+l 
| sin 一 一 一 区 | 
2 . hx 
sinx + SINDX + 4 + майх = —— -— —=sin Ж 
sin 


М 1” 当 n=1 了 时， 结论 成 立 ， 


об 


2° iz 
К+] 
| l | | зіп D X f kx 
Sinx + sIn2X + s= + Sinkx = ‚Зо, 
sin 
那么 
sinx + SINOX + +. + чаКх + sin(k + 1)х 
k+l 
sin x 
x 
= “ sin a +sin(k + 1)х 
. X 2 
S1mn -一 
‚ К+] 
= 一 一 и — + 2sin 一 -一 X cos ` 
. 9 O 
sin— 
k + 2 
= -—— их, 
. X 
sin 一 
2 
其 中 用 到 了 
„Е.Х _ К+2 k 
2cos—, xsin о = sin D X — sin Ж 
习题 17 证 明 
2n+l 
sin x 
I 2 
+ cosx + COS2X + s + COS ПХ = ° 
2 . x 
asin g 


习题 18 ШЕҢ 
| sinx + ӘвіпӘх + 95109х + == + nsinnx 
_ (n + 1)sinnx — nsin(n + 1)x 


4зіп? > 
2 


2 #19 ПЕНЯ 
cosx + 2cos2x + Зео$Зх + **» + ncosnx 
_ (п + 1)созпх — псоз(п + 1)х — 1 


(ох 
4sin? ~ 
2 


Я #20 ПЕНЯ 


dean X + dan Хо сс. + 1 ар 二 

2 2 2: 92? 2” 2° 
] ЖХ | | 

= oncot zn COLX (Xmn). 


习题 21 证 明 


arc cot3 + arc cot5 + +++ + arc cot(2n +1) 


3 | + ] 
= arc tan2 + arc tan ++ ~ arc tan 
| — пагс tanl, 
#4 证 明 
| (1 +1)" — 2" сов 1 + isin"), 
МЕҢ 1° EH n=-1 时 成 立 ， 这 是 因为 
1 ЕРЕ соз кізіші) 
4 4/” 
2° jZ 
| k К 
(1+1)* = 2а совт + ising )» 
那么 
kx Кл л л 
эк +1 оК 2 — rat | 1/2 —. ати —. 
(1-1) = 2 (сөз +isin )2 сов т + іва) 


- arnaf cos EDI 十 isin CEPT, 


习题 22 证 明 
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СИЗ "or( co вый", 
#5 试 证 明定 理 ， | | | 
假设 数 4 是 由 复数 xi,xs，…，,xn 经 过 有 限 次 算术 运算 ( 即 
Ww. R. R, ә AH, ЖӘЛЕР ЖӘЕ а ВЕН 
复数 Zis Bate, zx 经 过 相同 的 运算 而 得 到 的 ， 
证 明 1° 首先 证 明 ， 对 ”=2 的 情形 定理 成 立 ， 不 妨 欠 
Ж ЕЛИ НН Ж. 1% 
x =a+bi, x =o+ di, 
则 | 
ху+ х= (а+0) + (6 +4)1=и, 
т +2, = (a +e) —- (b + d)i= u, 
2° iku H х,,х2, ,Xn 的 有 理 式 表 出 。 熟知 的 是 ， 这 个 
表达 式 可 通过 有 限 次 计算 得 到 ， 其 中 的 每 一 步 只 对 两 个 复数 
作 一 次 算术 运算 。 例 如 ， 设 t= (хх, + x,x,)/(X +X- X3). 
为 得 到 4 ， 只 需 做 下 面 几 次 运算 ; | 


(1) XX; =U, (2) XX4 = Ugs 
(3) хі + X; = Ls, (4) Uz — X3 = Us 
(5) и, +U = us, (6) U /u = и, 


假设 命题 对 “运算 ”次 数 不 超 过 不 次 的 所 有 表达 式 正确 ， 
其 中 的 “运算 ”是 指 对 两 个 复数 作 一 次 加 、 减 、 乘 或 除法 运 
算 。 要 证 明 命题 对 需要 作 K + 1 次 “运算 ”的 所 有 表达 式 也 正 
确 ， | E 

事实 上 ， 最 后 的 第 k + 1 次 “运算 ”是 对 4, 和 uj 做 的 ， 而 
u; 和 uj; 是 用 不 多 于 次 的 “运算 ”得 到 的 。 因 为 在 运算 过 程 
中 如 果 用 ,3,,… ,Zi 分 别 代 换 x i,x,, e ,xn， 则 得 Ui;sUj 的 
WERT, Gj, XAAR ui ,4; 作 第 K+ 1 次 “运算 ”后 得 数 
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--ж — 


u. яра, ау k+ Е” жалы ЕН, 
J423 WE ЖЕНЯ", Ж. 


(cosx + isinx)” = cosnx + isinnx, 


$4 证 明 不 等 式 


ЯТ WE: ЕЖА 121, Ж 


тл 
n+l n+2 77908794: 


МЕВА А $». 
1° #5 = Š = сай, "in = 2 时 不 等 式 成 立 。 


2 iz 5,215, 5,0255, 由 于 
1 1 o d 
Op KIT] k ot U Фок, 
1 1“ “1 


21 
5а р “Tok Току 9k+2° 
把 两 式 相 减 得 


НП | 
$ 一 $ _ 1 НЕ 
к+1 К 9(К+1)(2К+1)* 
上 面 等 式 的 右边 对 任意 都 大 于 零 ， 因此 5,1>5,. ХЕ 
设 知 5425» ЖЖ5,2>21. MENER. 
习题 24 ”指出 下 面 命题 证 明 中 的 错误 ，。 
命题 ”对 所 有 的 自然 数 n ， 有 2' 汪 2n+ 1。 
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证 明 ”假设 命题 对 n=% 时 成 立 (天 为 自然 数 )， 即 


ok >2K+1。 | (1) 
Зе ПЕНЯ 4 п= К+ 1 有 时， 有 
| 91-0 (К+1) +1. | (2) 


в E, Ел BE k g 2:22, Hm 2*512 分别 加 到 
不 等 式 (1) 的 左边 和 右边 得 
ок +9k—09k+ +9, 


Нр o 
| 2 *1>2(К+1)+1. 
ЯН FE. | 
习题 25 ”对 怎样 的 目 然 数 ”， 不 等 式 
27>2n +] 
WL? | 
例 2 对 怎样 的 自然 数 n， 不 等 式 
2" >п? 
成 立 ? 


解 ” 当 n=1 时 ， 因 为 2 二 1*:， 所 以 不 等 式 成 立 ; 当 n=2 
有 时， 因为 2= 22， 所 以 不 等 式 不 成 立 ; 24 n= 3 有 时， 因为 2: 一 
3*， 所 以 不 等 式 不 成 立 ! 当 7n= 4 时 ， 因 为 24= 42， 所 以 不 等 
ATE: М n=5 时 ， 因 为 2; 汪 5?， 所 以 不 等 式 成 立 ; Мп 
=6 时 ， 因 为 2 >6*， 所 以 不 等 式 成 立 。 观 察 上 述 结 果 ， 不 等 
式 似乎 对 "= 1 和 ?>4 的 情况 成 立 。 下 面 证 明 这 个 结论 ， 

1” 当 mn=5 有 时 命题 成 立 。 


2” 设 | 
2“ >k?, (3) 
其 中 < 是 大 于 4 的 自然 数 ， 
现在 要 证 
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| 2+1 (К+1)?. (4) 
Н 258, 25 >26 +10к4), НИ, 2 ЖОК +] 

分 别 加 到 不 等 式 (3) 的 左边 和 右边 ， 就 得 到 不 等 式 (4) 成 立 。 

因此 ， 当 n= 1 和 ”>4 时 ， 不 等 式 2" > п? ЗУ 

例 5 证 明 

| (1 +a)"> 1 +na, 

Жаһа>-1, a=0R n 是 大 于 1 的 自然 数 ， 

ШЕҢ 1° 34 n=2BF, HT a> 0, ADRAR. 

2° Riz n= k FF, Ж 


(1+a)k>1 +ka, (5) 
ЖИ Эң ПЕТЬ, Ж | 
(1+а)**1>>1+(К+1)а. (6) 


事实 上 ， 由 1+a>0 及 假设 得 | 
(1+9) * 1 = (1 +a) (1 +а)>(1+Ка)(1+а), (7) 
(7) 式 义 可 写成 
(1+а)^“*!>1+ (К+ ра + Ка?. 
右边 舍 去 正 数 Ka:， 就 得 不 等 式 (6)， 命 题 得 证 。 
习题 26 证明， 对 任意 自然 数 n>1， 有 
| Triye >v. 
5) #27 WEH: ЧЕН пі, 
(2п)| 
151 (п! )?* 
例 4 证 明 
Кач") (a +b)", (8) 
Ин а+ь >0, а, 是 大 于 1 的 自然 数 ， 
ШЕҢ 1” 当 n=2 时 ， 不 等 式 (8〉 即 为 
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2(a2 + b2)y> (a + Б)?, (9) 


H а><2 及 不 等 式 | 
(a-b) >0, (10) 


容易 推出 (9) 式 成 立 ， 这 只 要 在 (10) 式 两 边 同时 加 .上 (4+ 5) 
Вр], АТИ Чп = 2 时 不 等 式 成 立 。 
2 假设 当 n=% 时 ， 不 等 式 〈8) 成 立 ， 即 


2 а +bk)> (a +b), (11) 
我 们 要 证 当 n =k+ 1 时 ， 不 等 式 (8) 也 成 立 ， 即 证 
Dk (акт + рк) ath, (12) 
(11) RALE (a+b), ЖИЕ (a +b)> Of 
(а +ЬЁу(а+Ьу>(а+Ь)*'!, (13) 
为 了 证 明 (12) 式 成 立 ， 只 要 证 明 | 
Әк (ак? +bk+*1)2>29k lar + bk)(a +b) (14) 
或 等 价 于 证 明 | 
ak*1 + рк акр + арк. (15) 
而 不 等 式 (15) 又 等 价 于 不 等 式 
(а%-%%)(а-8)>20. (16) 


іп ась, ШЖас>»%, МЕЗО (16) 的 左边 是 两 
个 正 数 的 乘积 ， 如 果 6<2， 则 有 abk, МИЛ (16) 
的 左边 是 两 个 负数 的 乘积 。 于 是 不 等 式 (16) 成 立 。 这 表明 : 
由 假设 当 n= 时 不 等 式 (8) 成 立 推出 n=+1 REER. 
命题 成 立 ， | | 
{5 ЖШ, ЕЖУ Ап, A 
ұл жұтса ұл... азса Ж и +1, (17) 
证 明 1° (а) 由 不 等 式 (x - 1222080, 4 хов 
x+ 2. (18) 
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所 以 当 n = 1 时 不 等 式 (17) 成立。 = 
(b) *4n= 2 时 ， 不 等 式 (17) 的 左边 是 


x° + I+ іт (<<) - 1. 
由 (18) 式 得 | 
] - 
x+ 1+ 522" -1=3. 
因此 ， 当 n = 2 时 不 等 式 (17) а. 
2° 假设 不 等 式 (17) H n=k лу, BH 


1 ` 
ХХК о ok + >к + 1. (19) 
我 们 要 证 (17) 对 = к +2 也 成 立 ， 即 证 


ХК +2 xk а Е КЗ. (20) 
Хх X 


在 (18) 中 用 x**? 代 换 x 得 
skt? + р. (21) 


所 不 等 式 (217 和 (19) 的 两 边 对 应 相 加 ， 就 和 到 不 等 了 (20 

我 们 给 出 总 结 

在 1" МЕРЕ 了 不 等 жат п=1,2 成 
ИТАС 

офа ЕЯ T, ЕЖА) n=k RA, АГЕ 
对 n=k+2 也 成 立 。 换 名 话说 ，2” 可 使 我 们 正确 地 从 n= 
推演 到 n=k+2， | 

把 1° 中 的 (a) 与 2° 结合 起 来 ， 可 推出 不 等 式 (17) 对 所 
有 的 奇数 nn 成 立 。 同样 ,把 1 中 的 (b) 与 2 结合 起 来 可 知 (17) 
对 所 有 的 偶数 1 成 立 。 综合 起 来 得 ， 不 等 式 (17) 对 所 有 的 自 
АЖ п ЖАУ 
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#6 证 明 : 正 数 的 几何 平均 值 不 大 于 它们 的 算术 平均 
ІН, й 421,4а4,,%%,4, EEX, mij 


пана. si binin, (22) 
ШЕҢ 1” 当 n=2 时 不 等 式 (22) 即 为 
V a,a, <= — | (23) 


这 可 由 〈wai - Va,22220 容易 证 得 。 所 以 对 两 个 正 Жа, 和 
a, 的 和 情形， 不 等 式 (22) 成 立 。 | 
| 不 等 式 (22) 有 简明 的 几何 意义 。 在 直线 AB 上 画 出 两 条 
相 邻 的 线段 ， 它 们 的 长 度 分 别 为 41 和 ae。 以 w+as 为 直径 

作 半 圆 ( 见 图 1 )。 那 么 (a1 +a) 是 圆 的 半径 ， maa, 
是 经 过 这 两 条 线段 的 公共 端点 且 与 它们 垂直 的 弦 的 长 度 的 一 
半 ， 由 此 看 出 不 等 式 (23) 成 立 。- 


Waja». a AY ашта; ea Ха, +1° кҮн 
k k k 
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а, +а +e +a, L kai toe hayk 


k 
<— 


2 
_ G TG, Te ар +ак,,+ nt log 
- Dk о, 
由 于 已 证 明 不 等 式 (22) 对 n=2 成 立 ， 因 此 可 得， 不 等 
式 (22) 对 n=4,8,16,…, 旭 对 n=25 成 立 , 其 中 s 是 自然 数 ， 
3” 为 了 证 明 不 等 式 (22) 对 所 有 的 自然 数 7 成 立 下 面 
将 证 明 ， 和 如果 不 等 式 (22) 对 n= 之 3 RE, 那么 它 对 n=k 
-1 也 成立， | 
为 此 ， 设 alyas, ак, fl Н К-1 МЕ, А — 
个 待定 的 正 数 ， 那 么 有 | 
Ya аз “ap ap AS 
选择 2， 使 得 


ау+а;+++ау + 


41 TG To Tda TA. G TG + takai. 
k k= 1 
从 中 解 出 
= >” -= 
k-1 
我 们 有 
j Га, азар (a; +а, toere жак. a) 
L k-1 
< Uda Tes T Iki 


现 设 mn 是 任意 的 一 个 自然 数 。 如 果 mm=2*， 那 么 按照 
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9°, ААС) тзг: ЖЖ m2 人 3， 则 可 以 找到 一 
Ts, Em2, RR 2 和 3° 我 们 断言 不 等 式 (22) 对 = 


п= т ЖАУ. 


95 用 数学 归纳 法 证 明 初 等 代数 中 的 定理 


定理 1 一 个 多 项 式 的 平方 等 于 它 所 有 各 项 的 平方 和 加 
上 所 有 各 项 交叉 乘积 之 和 的 二 倍 ， 即 
(а, +а, + +. +a)? = а? жа?а ... +a? 
+2(аа. +аа; +=. “а, 1а;9, 
(1) 
证 明 1° 直接 相 乘 就 可 验证 公 云 (1) 对 7=2 成 也。 
2° 假定 公式 (1) 对 m=K- 1 成 立 ， 即 
(a +а, + +a, 2=al+al += ча, +25, 
其 中 S ДЕД а,, а», +. ак _, 为 因子 的 所 有 可 能 的 各 项 25 Я 
积 之 和 。 我 们 要 证 明 
(ауға, =. +a, t8) = ат +аз ++ -аф +ах +251, 
其 中 S, ЖЕШ aa, + ак уза, 为 因子 的 所 有 可 能 的 各 项 交 
又 乘积 之 和 ， 即 — 
515-5%(4,%4,%%-жа, i) * Ake 
事 灾 上 ， 
(а +a, +. “а, р +ар)? = (а, +66 ға, ) +a, ° 
= (а, + == жа, )2+2a, (a, += +a, i) + ak 
= a? 十 se. + аё +925 +2a (а, + *** -а, 1)-а; 
= а‘ +a} + *** ча; +a +25. 
жн? ”等 差 级 数 第 7 项 的 通 项 公式 是 
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a =a +4(п-1), | (2) 
其 中 а, ЖЕЛ, 4 是 公差 。 
证 明 1 公式 (2) 对 n=1 TARL. 
2” 假 定 公 式 (2) 对 n= 成 立 ， 即 
а, =a,+d(k-1), 
那么 | 
ak, =а,+4=а+4(К-1)+4=а, +АаК, 
即 公 式 (2) 对 n=k+1 也 成 立 。 定 理 得 证 ， 
定理 3 ”几何 级 数 的 第 n 项 通 项 公式 是 
| ax =а, * 9" ', ` (3) 
Kpa 是 首 项 ，4 是 公 比 。 | 
”证 明 1° AROR n1 显然 成 立 。 
9° 1⁄2 | | 
a, = aq, 


那么 
арр ар ° 4-414%, 


定理 4 个 元 素 全 排列 个 数 是 . 
Pn=m! . ЕЕ? 

证 明 1° 首先 注意 到 P =l, Kie A R т= 1 
5. 

2 Ш Pr =k! , 要 证 明 

| РЕ. = (k+1)! , 

УРАН К+1 2035 aa, e ar ak. AH Dí k Ж 
Ж ааз, s ,ax 并 用 它们 构成 所 有 可 能 的 全 排列 ， 由 归纳 假 
设 总 共 组 成 x! 个 排列 。 | | | 

在 上 述 ki 个 排列 中 ， 任 取 其 中 的 一 个 ， 把 元 素 ax,1 依 
次 放 在 这 个 排列 的 第 1 个 元 素 的 前 面 ， 放 在 第 2 个 元 素 的 前 
面 ，…， 放 在 第 个 元 素 的 前 面 ， 最 后 把 它 放 在 第 个 元 素 
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的 后 面 。 用 这 种 方法 从 天 个 元 素 的 一 种 排列 可 得 到 (K + 14 
元 素 的 K+1 种 全 排列 。 当 取 遍 所 有 的 K! 个 排列 后 ， 按 此 
规则 得 | 
ki(k+1)=(k+]1)! 
种 上 + 1 个 元 素 的 全 排列 . 

但 是 还 必须 研究 : 

(1) 在 (kX+1)! 种 排列 中 是 否 有 两 个 排列 是 相同 的 ? 

《2) 定 否 已 得 到 所 有 可 能 的 上 + 1 个 元 娄 的 全 排列 ? 

假若 所 得 到 的 (KE+1)! 种 排列 中 有 两 个 是 相同 的 ， 不 妨 
称 之 为 Pn1,P2。。 设 4,1 位 于 Pi 中 从 左 往 右 数 的 第 ;个 位 置 
Е, ЖА ак. fE Ps 中 也 位 于 从 左 往 右 数 的 第 :个 位 в Е. 

从 pi Жр. PAH apais RABIE AAIR k 个 ж 
全 排列 元 ЯН р. 

这 就 表明 : 为 了 得 到 р, 和 pz， 我 们 在 由 a,,a,, a, Ж) 
成 的 同一 个 排列 中 ， 将 元 素 ak 在 同一 位 置 上 放置 了 两 次 ， 
但 这 与 前 面 所 说 的 排列 的 构成 规则 相 了 矛盾 。 

另 一 方面 ， 假 车 漏 掉 了 某 全 上 + 个 元 素 的 全 排列 P。 
ix ak 在 pp 中 占据 第 s ТУ. AP 中 去 掉 a ,1， 得 到 K 个 
元 素 的 全 排列 了。 于是， 为 了 得 到 2 ， 只 须 把 5 取 来 并 将 元 
Ж ax 41 放 在 从 左 往 右 数 的 第 s 个 位 置 上 ， | 

不 可 能 漏 掉 五 ， 因 为 我 们 已 经 取 遍 前 k ^ 元 素 的 所 有 全 
排列 ， 故 一 定 取 到 过 五 。 与 此 问 时 ， 我 们 肯定 已 将 元 素 a 1 
ЖЕ í Ç fE p шана Е, 因为 ax -1 жі B ИХ 
列 互 放置 的 。 

综 上 所 述 ， 我 们 所 构造 的 全 排列 是 互 不 相同 的 ， яна 
括 了 K+ 工 个 元 素 的 所 有 全 排列 。 由 此 得 到 
Prri= (K+1)1., 
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На ВЕ СНЕ R A Н АЖ m EL. | 
жиы 从 闫 个 元 素 中 一 次 取出 地 个 元 素 的 排列 数 是 
п = m(m — 1) (m — 2)... ‚(т-п+). (5) 

ШЕҢ 1° 首先 注意 到 A， =m， 因 此 等 式 (5) 对 n=1 成 


= т(т-—1).-(т-К+Т), 

Жн k<m, жар 
Е тт ++ Dm- b), | 
ATARIA m ТЕКИЛА A HE 
列 ， 只 须 先 把 从 普 个 元 素 中 一 次 取出 无 个 元 素 的 所 有 排列 列 
出 来 ， 然 后 在 每 一 个 排列 的 尾部 添加 上 剩 下 的 m Ас 
之 一 ， 那 么 共有 m -种 添加 法 。 这 样 ， 从 m 个 元 素 中 一 次 
取出 kX+1 个 元 素 的 排列 两 两 不 相同 。 而且， 从 mm 个 元 素 中 
一 次 取出 +1 个 元 素 的 每 一 个 排列 都 已 包含 在 我 们 所 构造 

的 排列 中 由 ， 这 就 表明 = 
ARE А^(т-К)=т(т - 1): (т- Кк 1)(т- К), 
定理 пл КНН п 个 元 素 的 组 合 数 为 

тет — 1)#5”(т—п+ 1) | 


cT i 


| + 2. Qe | 
ШЕН 1° НАЕ Ж A Cm, 因此 (6) 式 对 n=1 成 
+ Е 
2° 假定 当 n=K 时， | 
"ет -1ә” (т-К+1) 
e2 e 3k ' 


(6) 


С; = 
жы Ч n = А-Қ, 


D 请 读者 如 同 定理 4 一 样 补 出 这 一 点 的 详细 证 明 。 一 一 译 老 注 


mm— 1) (m - К+ 1) (m – k) 
1.2 9% К(К+1) 


ЗИФА т ЕЕ ИН k + 1 个 元 素 的 所 有 组 合 
到 列 出 从 如 个 元 素 中 一 次 取出 k 个 元 素 的 所 有 组 合 ， 然 后 对 
每 个 组 合 添加 上 剩 下 的 到 -天 个 元 素 之 一 作为 该 组 合 的 第 天 
+ 个 元 素 。 显 然 ， 用 这 种 方法 可 以 得 到 从 普 个 元 素 中 一 次 
取出 Къ Плн А ‚ШВ 每 个 这 样 的 组 合 出 现 
К+1{Х. 

事实 上 ， 当 把 ai 添加 到 组 @ ааз, "езара, 中 时 ， 
ЗІҢ Ә-а,,а;,%%,4,,84,,. HHE a, 添加 到 组 合 aas，…， 
akyak+l 中 时 ， 第 二 次 得 到 组 合 alyaz,……，aky ак 1», д 
把 ax ;1 添加 到 组 合 auyas,…，,ar н], 第 k + 1 次 得 到 组 合 


@1 GQ. *** CEyCK+1e 因此 


Си = 


C = СЕ ш-к _ _ тет - 1) (m -k+1)(m- k) 
k+l >  1#92@К(К+]1) ° 
定理 7〈 牛 顿 二 项 式 定 理 ) ”对 任意 的 a， ХАЖ п, 


(а+Ь)"=а" + һа" 10 + C2an-2b? + 

. +Cna b +», + Св ab" +b", (7) 
证 明 1° 因为 4+b=a+b， 所 以 (7) 式 对 n=1 成立. 
2° 设 (a+b)*=at +Char lib+CRar 2р2 + «6. + Бк, М 
(а+ 0) +1 = (а+ Б) (а +6) | 
| = (а*+Ска*!б+ +++ к) (а + Б) 

=ak*1 (1+1 )акь + (C) + Сак + 
+ (CE+CE чин, 

注意 到 Ci +C3'!=Cit1@， 得 到 | 


D 请 读者 补 出 证 明 。 一 一 泽 者 注 


(a+b)k*1=ak*t1+ Cha akb +С ак b+ 


+ Сак рз +1. H bkt, 


ін 记 
Үл. А. Gastev 


归纳 (拉丁 文 是 inductio， 是 由 特殊 推 到 一 般 ， 演 绎 ( 拉 
于 文 是 deductio) 是 由 一 般 推 得 特殊 。 众 所 周知 ， 对 于 经 验 
的 和 实验 的 科学 ， 最 重要 的 是 从 一 些 各 别 的 观察 和 实验 结果 
概括 出 普遍 性 原理 〔 即 归纳 ) 。 长 期 以 来 ， 数 学 一 直 被 视 为 
具体 实现 纯粹 演绎 方法 的 典范 ， 因 为 人 们 总 是 这 样 地 理解 
(明确 地 或 是 含蓄 地 ) ， 所 有 的 数学 命题 (除了 用 来 作为 原 
始 的 假设 或 公理 的 以 外 ) 都 是 被 证 明 前 ， 而 它们 的 具体 应 用 
都 是 从 适合 于 普遍 情形 的 证 明 中 叶 出 的 ( 即 演绎 )。 = 
但 是 ， 我 们 在 $1 中 读 到 这 样 的 句子，“ 在 数学 中 ， 由 
纳 被 广泛 使 用 ， 但 用 时 必须 有 技巧 ”; “… 为 了 只 得 到 正确 
的 结论 ， 在 数学 中 应 该 怎样 使 用 归纳 呢 ? ”这 几 句 话 的 真正 
含义 是 什么 ?我 们 是 否 可 以 理解 为 ， 在 数学 方法 中 ， 有 一 些 
是 “可 信赖 的 ”， 使 用 时 绝对 不 会 出 错 ( 如 演绎 法 ) ; 而 另 
外 有 一 些 是 “不 完全 可 信赖 的 ”， 使 用 时 ， 尤 其 如 果 是 由 那 
些 缺 乏 技巧 的 人 或者， 如 同 作者 在 书 中 指出 的 那样 ， 以 
“一 种 粗 率 的 态度 ”》 使 用 ， 就 可 能 会 出 错 ( 如 归纳 法 )， 
如 果真 是 这 样 理解 的 话 ， 那 么 ， 该 到 何 处 去 寻找 判别 这 种 
“归纳 ”法 可 靠 与 否 的 准则 呢 ? 我 们 又 怎么 能 再 相信 数学 推 
理 所 具 有 的 不 可 更 改 的 强制 性 @@ 呢 ?或许 这 根本 是 不 可 能 的 
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事情 ? 数学 结论 是 否 和 经 验 科 学 的 实验 定律 一 样 ， 也 具有 不 
可 靠 的 本 性 呢 ? 是 否 从 此 必须 对 所 有 已 证 明 过 的 结论 再 去 作 
一 番 检 验 ， 就 像 学 生 在 学 校 里 经 常 被 要 求 对 他 们 所 做 的 运算 
或 按 一 般 公式 求 得 的 方程 的 解 进行 “检验 ”? 

其 实 ， 事 情 并 非 如 此 。 无 疑 地 ， 轨 纳 〈( 即 导向 一 种 想 
法 ， 一 个 猜测 或 假设 ) 在 数学 中 起 了 十 分 重要 的 作用 ， 但 这 
种 作用 只 是 纯粹 启发 性 前 :人们 用 它 去 猜测 什么 是 问题 的 
解 ， 解 的 形式 大 致 是 什么 样 的 。 但 是 ， 数 学 命题 只 能 用 演绎 
建立 起 来 。 任 何 一 个 数学 结论 ， 在 没有 从 原始 的 前 提 推 导出 
来 以 前 ， 都 不 能 声称 自己 是 可 靠 的 或 正确 的 。 

现在 ， 让 我 们 来 看 看 “数学 归纳 法 ”。 问题 的 关键 在 
T, “数学 归纳 法 ”是 一 种 演绎 法 。 在 一 看 ， 这 一 数学 推理 
“的 结构 似乎 是 “从 特殊 推 到 一 般 ”， 但 仔细 检查 一 下 就 很 容 
易 发 现 ， 所 谓 的 数 党 归纳 其 实 根 本 不 是 归纳 ， 而 是 一 种 纯粹 
演绎 的 推理 方法 。 用 这 种 方法 作出 的 证 明 由 两 部 分 组 成 (用 
本 书 中 的 术语 ) : 

(1) 基础 步 一 一 证 明 命 题 对 一 个 (或 几 个 ) 自 然 数 〈 例 如 
对 0 或 1，8$ 1 中 称 之 为 “定理 1”) 成 立 ; 这 一 证 明 是 演绎 
的 ! | | | | 

(2) 归纳 步 ( 即 “定理 2 ”) 一 一 由 对 一 个 一 般 结论 的 证 
明 ( 又 一 次 是 演绎 的 ) 构 成 : т 成立 可 推出 它 对 n+ 1 也 
成 立 ， | 

“数学 归纳 原理 > С, $ 1 中 第 3 小 节 的 末尾 ) 是 一 个 非 
常 精确 的 陈述 〈 它 的 直观 说 服 力 被 许多 数学 家 认为 是 勿 容 置 
疑 的 ， 它 作为 算术 公理 化 结构 中 的 一 条 公理 出 现 ) ， 使 得 可 
以 通过 基础 和 归纳 步 ， 导 出 所 考虑 的 命题 对 所 有 自然 数 m 成 
立 的 一 个 纯粹 演绎 的 证 明 .因此 ,不 可 能 出 现 “ 没 有 顾及 前 提 ” 
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的 情形 ， 这 前 提 在 (通过 “归纳 ”) 去 “达到 ”结论 一 一 是 
理 确 已 对 所 有 的 自然数 7 给 出 了 证 明 一 一 仍 是 必 不 可 少 的 。 
从 被 证 明 的 基础 步 ， 例 如 ， 定 理 对 数 0 成 立 ， 由 归纳 步 我 们 
得 到 定理 对 数 1 成立 的 证 明 。 用 同样 的 方法 ， 我 们 依次 得 到 
定理 对 数 2,3 成 立 的 证 明 ，…， 按 这 种 方式 ， 我 们 证 明了 证 
理 的 结论 对 所 有 的 自然 数 都 成 立 。 

换 句 话说， 人 们 之 所 以 采用 “数学 归纳 法 ”这 一 名 称 ， 
只 是 由 于 这 一 方法 立刻 使 我 们 联想 到 习惯 的 “归纳 ”推理 
(因为 基础 步 也 只 是 对 特殊 的 情形 作出 了 证 明 ) 。 但 是 ， 归 
纳 步 不 同 于 立足 在 经 验 之 上 的 判断 自然 (及 社会 ) 科 学 中 的 归 
纳 推理 的 似 真 性 判别 准则 ， 它 是 完全 不 需要 任何 特殊 前 提 的 
普遍 性 的 结论 ， 而 且 是 按照 演绎 推理 的 严格 规范 证 明 的 。 数 
学 “归纳 ”被 确切 地 称 为 “完全 归纳 ”是 因为 它 《〈 与 通 营 的 
不 能 为 我 们 提供 完全 的 知识 的 “不 完全 ”归纳 相反 〉 是 演绎 
《百分之百 可 信赖 〉 的 证 明 方 靶 ， 

因此 ， 在 数学 中 ， 归 纳 不 能 作为 一 种 证 明 万 法 ,也 但 同 
时 也 绝 不 排除 在 其 中 广泛 使 用 “数学 归纳 ”的 演绎 法 ， 

在 接受 了 上 述 有 关 名 词 的 理解 之 后 ， 当 然 ， 我 们 就 可 以 
无 疑义 地 解释 如 “几何 中 的 归纳 ”或 “数学 中 的 归纳 ”等 说 
法 ,但 同时 必须 жіп. 第 一 种 说 法 ， 严 格 说 来 ， 与 较 繁琐 
(但 精确 ! › 的 说 法 “用 数学 归纳 的 演绎 法 证 明 几 何 中 的 定 
理 ” 有 完全 不 相同 的 含义 (尽管 为 了 叙述 简便 ， 当 将 两 者 作 
WALE); 而 第 二 种 说 法 和 “数学 归纳 ”的 意义 完全 不 一 

”我 们 曾 提 到 ， 在 作出 有 可 能 发 现 新 结果 的 猜测 方面 ，“ 通 常 05” ОШ 
“不 完全 的 ”) 归纳 起 着 十 分 有 效 的 作用 。 有 关 这 方面 的 情况 以 及 “通常 的 ? 归 


纳 与 数学 归纳 之 间 的 联系 ， 见 G.Polya 的 《How to solve ПСЖ: G. 
RAW, <ЕНЕЙ»» ШИЖ, ЖЕШИН, 19826), 03 | 


74 


样 〈 纯 语法 构造 也 正 相 反 一 一 这 是 指 英文 ， 前 者 是 “induc- 
Поп in mathematics”， 而 后 者 是 “mathematical induction”, 
译 者 注 ) ， 后 者 应 作为 一 个 整体 来 理解 ， 丝 毫 没有 “数学 中 
的 归纳 ”的 意思 ， | | 

数学 归纳 法 ( 按 本 小 册子 中 的 形式 》 是 用 以 证 明 人 算术 定 
理 的 一 种 方法 ， 所 谓 算 术 定理 ， 确 切 地 说 ， 是 表述 自然 数 
(0,1,2,…， 有 了 时， 正如 书 中 说 的 那样 ， 可 以 认为 自然 数 序 
列 是 以 1 起 始 的 ， 这 显然 无 关 紧 要 D ) 的 一 般 性 质 的 定理 ， 
нини. кише серенин 
的 意义 上 ， 这 一 方法 是 用 以 证 明定 理 的 一 个 普遍 的 《经 党 
唯一 的 ) 工具。 
| 也 许 上 面 的 一 - 眉 话 会 使 读者 感到 似乎 有 些 难 懂 ， 因 此 有 
必要 说 几 句 关于 算术 的 公理 化 【演绎 ) 结构 ， 这 整个 结构 是 
建立 在 用 数学 归纳 法 定义 的 运算 的 基础 上 的 。 例 如 ， 在 定义 
”加 法 时 ， 首 先 定义 一 个 数 加 上 1 或 0 得 什么 《作为 归纳 的 基 
础 步 ) ， 然 后 将 加 上 任何 一 个 数 的 定义 归结 为 加 上 比 它 小 的 
前 一 个 数 的 定义 〈 即 归纳 步 ) 。 完 全 清楚 的 是 ， 为 了 “到 达 ” 
自然 数 的 菜 些 一 般 的 性 质 (例如 关于 加 法 的 性 质 和 乘法 的 性 
JR) ， 如 果 确 实 想 要 公理 化 地 证 实 它 们 ， 则 我 们 必须 用 同一 
个 “梯子 ”( 它 的 最 低 “一 格 ” 上 是 最 小 的 自然 数 所 具有 的 
某 些 合适 的 性 质 ) ， 一 格 一 格 地 “攀登 ”到 我 们 想 要 的 一 般 
概念 ， 粗略 地 说 ， 否 则 我 们 简直 看 不 到 如 何 “ 抓 住 ” 所 需 的 
证 明 。 任 何 一 般 的 算术 命题 的 证 明 都 是 这 样 完成 的 ! 如 果 这 
一 点 在 学 校 里 学 习 的 算术 和 代数 中 看 得 并 不 是 很 明显 ， 那 只 
是 因为 它们 (非常 明显 地 ) 更 多 地 依靠 经 验 和 直观 ， 而 不 是 


D 接 通 常 的 定义 ， 自 然 数 序列 是 (1.2, , m (0,1,%) ЕЖЕ 
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建立 在 公理 化 的 基础 上 @ @ .归根 到 底 ， 即 使 最 妥 挑 剔 和 最 
富 批评 精神 的 读者 也 常常 只 满足 于 知道 和 理解 ， 例 如 ， 乘 法 
关于 加 法 的 分 配 律 是 能 证 明 的 ， 但 他 们 并 不 想 要 一 个 真实 的 
ПЕНН. (但 是 ， 这 种 相信 ， 即 使 完全 被 证 实 ， 也 和 可 靠 的 证 
明 是 不 一 样 的 ， 打 个 比方 ， 就 好 比 一 个 是 报纸 上 的 消息 ， 而 
男 一 个 是 目击 者 的 亲眼 所 见 ， 前 者 来 源 干 后 者 ， 而 且 ， 这 样 
的 类 比 还 可 以 更 深入 。) 这 就 是 为 什么 在 学 校 里 ， 数 学 归纳 
法 远 比 那些 直观 上 比较 明显 又 容易 掌握 的 算术 人 性质 出 现 得 晚 
的 原因 、 例 如 ， 它 是 在 讲 Newton 二 项 式 定理 时 出 现 的 ， 而 后 
者 的 正确 性 并 不 是 能 “一 目 了 然 ” 的 。 x 

数学 的 其 他 一 些 分 支 根 据 它们 建立 在 算术 基础 上 的 程度 
需要 数学 归纳 法。 这 种 需要 有 二 重 性 、 首 先 ， 许 多 数学 分 支 
直接 建立 在 自然 数 算术 的 基础 上 《〈 例 如， 有 理 数 理论 ， 它 又 
导致 实数 理论 ); 其 次 ， 有 一 些 数学 分 支 可 以 用 算术 来 解 炎 ， 
例如 Euclid 几何 中 的 一 切 均 可 表 成 实数 的 “坐标 语言 > 。 在 
这 种 情形 ， 我 们 可 以 这 样 说 ， 本 质 上 是 几何 内 涵 的 结论 可 以 
用 数学 归纳 法 对 它们 的 算术 解释 作出 精确 的 证 明 . 可 以 认为 ， 
这 些 命题 的 几何 (或 其 他 某 些 〉 “特色 ”对 证 明 本 自已 不 再 
”有 具 有 什么 更 多 的 意义 ， 就 好 比 是 ， 在 3 根 黄 瓜 加 5 ЖЛ 5 
З 条 船 加 5 条 船 的 间 题 中 黄瓜 和 船 的 本 质 一 A 《读者 在 书 中 
也 可 以 找到 这 种 类 型 的 例子 ). 

但 也 许可 能 发 生 这 样 的 情况 ， 归 纳 的 基础 是 内 本 质 上 非 


Т 有 这 样 的 情况 ， 自 然 数 的 某 些 人 性质 在 学 校 里 证 上 明了， 而 且 证 明 并 不 用 数 | 
学 妇 纳 法 ， 这 仅仅 是 因为 ， 那 些 需 要 用 归纳 法 证 明 的 命题 波 ( 经 常 是 不 明显 地 ) 
用 作 了 前 握 《 这 种 情况 的 一 个 例子 是 ， 在 了 ucl 刘 几何 中 ，“ 平 行 公设 ”的 使 用 
чи”, ИКОН), 

ZT 利用 最 小 白 然 数 原 理 ( 这 更 能 为 大 家 接受 ) ， 更 是 掩盖 实质 上 需要 数学 
ВЕНЫ, — “ИН: 


-i 


(6 


算术 的 方法 证 明 的 。 然 而 ， 即 使 在 这 种 情况 ， 归 纳 步 《即使 
也 建立 在 几何 的 或 其 他 另外 一 些 的 公理 的 基础 上 ) 仍 是 关于 
自然 数 的 一 般 结论 ， 因 为 问题 是 ， 某 种 性 质 是 否 对 任意 自然 
Ж п Жа/Ф ? 

因此 ， 关 于 自然 数 的 数学 归纳 法 作为 一 种 方法 ， 可 用 于 
证 明 “ 形 式 上 ”是 算术 的 ， 但 内 涵 可 能 是 几何 的 或 其 他 的 
(也 许 是 力学 的 ) 定理 。 | E 

我 们 还 注意 到 ， 这 一 方法 〈 它 已 被 表明 在 实现 那些 仿效 
构造 自然 数 (0,1,2,…) 的 过 程 的 证 明 中 是 极 富有 成 果 的 ) Ж. 
能 推广 到 其 它 完 全 不 同类 型 的 过 程 ， 例 如 在 数理 逻辑 中 。 数 
， 理 逻辑 是 研究 由 形式 为 4、B、C 、… 的 “初等 公式 ”(“ 初 等 ， 
语句 ”) 利用 符号 ， 例 如 ，&( 与 )，V ( 或 )， 二 ( 隐 含 )， 一 
(D з “АХ” (“语句 ”) 的 ， 其 中 公式 的 一 般 性 
质 是 用 所 谓 的 公式 构造 的 归纳 法 证 明 的 ， 它 证 明 

(1) 每 一 个 初等 公式 具有 所 需 的 性 质 (基础 步 ); 

(2) 这 些 性 质 对 公式 (X&RY)，(XVY) (ХУ) 
一 六 也 都 成 立 ( 归 纳 步 )， 
并 由 此 得 出 结论 ， 命 题 对 前 述 的 所 有 公式 证 明 是 成 立 的 。 这 
种 做 法 和 本 书 中 讨论 的 数学 归纳 法 是 如 此 相似 ， 即 使 不 具备 
数学 背景 的 读者 也 能 看 出 来 . 

一 般 说 来 ， 任 何 一 个 数学 (或 逻辑 ) 的 结构 ， 如 果 它 是 出 
一 个 或 几 个 初始 研究 对 象 借助 于 一 个 或 几 个 转移 运算 得 到 新 
的 研究 对 象 的 ， 都 可 以 用 作为 给 出 定义 和 给 出 证 明 的 相应 的 
“归纳 ”方法 (而 且 ， 正 如 我 们 已 经 看 到 的 那样 ， 是 纯粹 注 
绎 的 的 基础 。 (有 了 时候， 例如 在 数学 分 析 中 ， 数 学 归纳 法 


D H, “Апр п=+1” 的 推导 本 身 是 对 任意 2 证明 的 。 


Т 


的 作用 相对 次 要 一 些 ， 这 可 以 确切 地 解释 如 下 ， 实 数 并 不 像 
上 1 然 数 那样 ， 它 并 不 是 一 个 简单 明了 、 轮 廓 清晰 的 结构 ， 六 
к, ARTN ені ЕЕН ЕКА 
数学 归纳 法 以 及 它 在 数理 逻辑 中 的 变形 所 具有 的 普遍 性 。 

对 于 读者 可 能 会 产生 的 有 关 一 般 逻 辑 的 或 一 般 数 学 ия 
质 的 问题 ， 我 们 建议 他 去 阅读 有 关 专 著 @ 。 本 文成 功 地 提供 
给 了 读者 关于 数学 归纳 法 在 初等 数学 中 的 具体 应 用 的 一 个 初 
ЖТЖ. | 


习题 的 提示 与 解答 


1. 猜想 ，u = 3n - 9, 1° -猜想 对 n=1 正确 。2” 设 
и, = 3k — 2, И Q an a: 

2. ЖЖ: S, = 2" - ”猜想 对 2=1 正 确 。2" 设 
$к=2*-1, Щ5$к.у= ва 1-1 QE THERES - 
Sn р = 9" — | .) 


”等 式 对 n=1 成 立 。2” 设 | 
k(°k — k 
]2+32+52 +. + (9k — 132 = Ut, 
则 | Е | 
12+ 3°+++++ (2К- 1)2 + (2k + |)? 
_ k 2k — 1) (2k + 1) 


N 
ЕЕ + (2k +1)‘ 


D Awm, EL, Henkin, On Mathematical Induction, Amer. 
Math. Mon., 67 (1960), 4 I.V, Arnol’d, Theoretical Arith- 
metic, Moscow, Uchpedgiz, 1939, Secs. 13,14,17,19 S.C. КІ- 
eene, Introduction to Metamathematics, New York, Toronto, 
van Nostrand, 1952, Secs. 7,13,21,38, etc., Mathematical In- 
duction, “Philosophical Encyclopedia”, Moscow, 1964 (Vol.3). 
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_ СК +190026 + 1)02К + 3) 
| 9 ° 
4, 1° ZAH n=1 Жау. 2° I P2? + =s КЎ = 
[k(k+1)/222, H| | 
13+23+。 + КЗ + (К+1)3 = КК + 1)2/4 + (К +13 
=[(+1)®+2)/2]2. 
5. 1° ZAH n=l] ЖИ. 2° W 


| xk+1 —] 
I] +X+ x° + + xk = хр? 
И 
| k+l _ k + 2 
ак" ср. 
6. 1 等 式 对 mn=1 成 立 .2 £ . 
1.2. 3+2. 3+ 4+ +k(k+ D (k +2) 
_k(k+1Xk+2)Xk+3 
-—— 
mj | 
]1.2.3+2.3. 4+ + +k(k+1)(k+ 2) 
+(К+1)(К+2)(К+3) 
k(k+ ))(Kk k + 
С И АБ ЧУН ЖИЕ 
_ (К+ 10(К+2)(К+35(К +4) 
“ . А ° 
7. 1” 结论 对 n=1 成 立 。，2” 设 
A Ех. p -E 
21.3 3.5 (2k-]) (9k +1) 2k+1’ 
则 | 
l си 1 1 


1.33.5 TCD ` (k + 1) (OK+ 3) 
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КЁ 
ока (2 +1)(2К+3) +3" 

8. 1” 等 式 对 n=1 EM. 2 iz 

1: 22 | k? k(k+1) 

д ара. 1. 
1.3 345: (9к-1)(02к+1) 2(2k+1) 
则 | 
1.3'3.5’ U T(9k-1)(2k+1) (2k+1)(2k+3) 

_ k(k+]) ` (k+])° 

ook+1) (2k+1])(2k + 3) 


 (k+1)(k+2) 


| 9(2к +3) ° 
9. 1° ЖА n=1 成 立 。2” 设 | 
11 l k 


1.474.7 7° (3k 23E+1) 3k+1' 


1. 1 1 1 
[-4*71-.7Т 777 E 3k + 1) (3k+ 1) C3k+ 4) 


k 1 k+l 


“3k+1 (ЗК +1)(3К +4) 3k+4° 
10. 1° Rit п=1 KA. 2° 1% 
1 1 1 ck 


Тези. gt Ut (4К- 3)(4К +1) 4k+ 1” 
1 
1.55.9 CAR— 3)CAE +41) (4к+ D (4К+5) 
_ Ку __ __ 1 __ _К+1 
RFI К+ПСК+5) АК+5° 
11. 1° 等 式 对 nn=1 成 立 。2” 设 
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1 d J 
a(at1) (a+1)(a+2) `“ t (a+k-l1) ak) 
— k 
= аку 
wij 
4 ү l КЕЗЕН 
a(a+1) (а+1)(а+9)” "1 (а+®&-1)(а+ К) 


] k o] 
T(ark)Xa+kil) a(a+k)t (а+Ку(а+К+1)_ 
_ k+] — 
_ а(а+К+1)* 


12. 1° Аж = 1 和 mn= 2 и. 2° д 


x 


ak-1 — pk- ак — pk 
Uk- = аа ° Up; = асу” 
则 
. ак — gk Qk — ВЕІ nk+1— +1 
SAD a В тар а - В ü а-р ` 
13. 1° Y4n = 0FF# 
1 1 2 
1+x х-1 1-х%, 
因此 ， FA e 
2° i$ 
г. 01, 2 
] + x І + x° -- eo. ] +х?* x — ] 1- k+l 
则 
logo 2 o gamp g 2 
Il+x. 1+х° l+ x2 рух! 
_ 1 Ok+1 Dk+1 | 
х-і 1 жы 1 ааа 
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] ок + 2 
ант 


Е | ` 
14. 当 n=1 时 ， 有 1- = -一 当 n=2 时 ， 有 


x х(х-1) Cx-1)(x-2) 


ИС 5 арз 


1 _ x 50-1) -х(х-10(х-2) 
© l! 2! 3! 


_ _ (х-1)(х-2)(х-3) 
— 3 Н 


由 此 猜想 : 
x _ | 
xC р .十 (一 1)" ағ, 


HN P 3 


=(- pG DG =G). 


下 面 证 实 这 个 猜想 。 
1° 猜想 对 "= 1 成 立 ， 
2° В | 


(х 1) (х-К+1) 


x х(х-1) 
ЛҮК а (1)- Ок. 


і-го 


(x 12-2). (x ~ L2 


k ~ 一 
-(-1) wa 
则 | 
25 25-1; (х—1)(х— 2). (xk 
1-р" 65 1)*- ТТЫ +1) 
X(x- 1) (х — k) 
+(-—1)^*! б 
(р © (+0 


(x —1)(x— 2) (x 一 К) 


=(-1)*-> к 
А хх 1) (x-k) 
+(-1)**1 (К+1)! 
k CXF— О(х-ӘЭН(х- RF x ` 
ср иза! | 
= рукн б -12(Хх-2)- . (X 一 Ку(х-К— D | 


(k+1)! ° 
15. 1° ñEix]n= 0 成 立 。 Б 
2° 假设 命题 对 ”= 成立 ， 即 
A = 118% +1928+*1 
НЕ 133, ДІ 
Ака = 11 *3 4 122 kr1)+t1 = рр. 11К*2 + 144 + 122 +1 
= 11+ 118*2 + 133 + 122 +14. 11 s 122k* 
=11 e (11**2 + 1226 +1) + 133 + 12281 
| =1ll + Ak +133 + 122%, 
我 们 把 4x 用 和 的 形式 表 出 ， 六 中 的 每 一 个 加 数 能 被 133 整 
Ez. НИ, Ар. НЕ 133 整除， 
16. 1° 命题 对 = 工 显然 成 立 。 
2” 假设 命 帮 对 n=k 成立 ， 即 条 直线 把 平面 分 成 2k 个 
М, РЯ: 第 *+1 条 直线 就 将 其 中 的 两 个 对 顶 角 同时 
各 分 为 两 部 分 .因此 ， “+1 条 直 线 把 平 加 分 成 2k + 2 = 2(k + 
1) 部 分 ， 
17. 1” 等 式 对 n=1 成 立 ， 因 为 


si Өх С, x [si Өх, x 

mg sing “(аһ -sing ) 

. X . x 

2811. sin 
5 o A 


2 


-E вов х 
2 | ° 
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2 % 
k + 1, 
1 | sin” | 2 х 
о + cosx + соѕ2х 十 sse 十 COSKX = 2. ., 
osin”. 
Н 2 
则 
> + cosx + соз2х +» + COSKX + созрл + ])Х 
| 2k +1 
sin у 
= 一 一 一 二 -一 二 cos( 天 二 1)X 
Әзіп” x 
2 
| k 
sin T. l. + 281п (соң + 19х 
_ 2 2 Нон 
Osin . | 
sin a 2k + 9, 
__ 2 
x Ф 
Әсіп 
па 
2sinx—sin2x 2sinx(1—cosx) . 
4sin2(x/2) — Asin2(x/2) = SID X. 
29% 
| | (Е + 1)sin kx 一 Қ sin(k + ])x 
өп X + sinds + ++ +k sin kx = > — Í 4sini(x/2) — — р 
ШЖ 


sin x + 9sin9x + s= + k sin kx + (k +13sin(k + ] )x 


_ k + l)sin kx -k sin(k + 1)x 


т. ——n . — + — —-—— — ү ғ--------- "а — re 


4з1п2(х /2) +(k +1)sin(k+1)x 
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(k+ Dsinkx — k sin(k + 1)x 
To 4sin?(x/2) 
2(k + 1)зїп(К + 1)х(1 -cos x) 
4sin?(x/2) 
_ (k + 2)sin(k +1)x + (k + 1)зїп kx 
| 4sin2(x/2) 
_ 2(К + 1)cos x sin(k +1)x 
4sin?(x/2) 


_ (К + (k + 2)sin(k + 1)х + (К + ])sin kx 
4зїп^( х /2)) 


(К + ІСІ sin(k -9Ух + біп kx] 
4sin?(x/2) 


_ (К +2) тс К +1)x- (К + 1)sinCk +2)x 


— - —— -- ш. лаана r =. —. mm 


Авіп?( х/9) • 
1° 等 式 对 n = 1 成 立 ， 因为 


260$ x — cos Эх 一 l 2605$ x — Icos? x 
—— = = Cos x, 


4sin?(x/2) ` 4sin?(x/2) ` 
2° 设 
COS X + 2с05 ЭХ + +k cos kx 
_ (6 + 1)еоз Кх -k соз( + 1)х -1 
4sin?(x/2) ? 
则 
COS X + 2cos2x + =< + k cos kx + (k + ])Dcos(k + 1)x 
= „К + 1)еозЁх — k cos(k + 1)х-1 t р + 1)х—1 + (К+ ])соз(К+])х 
_ (К + 1)соѕ kx — К соз (К +])x-1: 
7 Авіп?(х/9) 


206 + 1)cos(k + 1)х(1 - cos x) 
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_ (k +2)cos(k + 1)х + (k + 1)cos kx 


4sin?(x/2) 
206 + 1совхоов(® +1)x +1 
dsin2(x/2)  — 
_ (К + + 2)cos(k + 1)x + (k + 1)coskx 
| 4sin?(x/2) 
(К+ + 1) cos(k +2)х + coskx | +1. 
49іп?(х/9) | 
Ka + -2)cos(k + 1)x — (К +1)cos(k + 2)х — | 一 L 
4sin?(x/2) — 
20. 1° 等 式 对 7 = ТГ, 因为 
Е x x 
| x ` © y l-ta2 tans | 
n cot — — cot x = —cot = —— = = 
2 2 2 2 otan 5 лап 2 2 
2° Я 
1 an” + l аһ + s. + lan — 
2 22 22 дк 2k 
x 
= ~g Col әк 一 сой x, 
则 有 
I xX 1 х 1 1 х 
P tan 3 + озїап2 о? ғ... оқтап 5 + ok+ilan ок-і 
1 x х 
DkCO1 оК cotx + ок: | сап әкті 
„_Х 
р 21-І 1 
деті + = — cot x 
соё а 2%: ісой әкті 
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] x 
әкті ка — сої к, 
1” 我 们 有 
я 2-1 1 
{ап(агс tan2 — arc tan1) = 149172”: 
因此 
arc tan2 — are tan] = arc tan 3 = arc с043, 
于 是 ， 等 式 对 n= 1 成 立 . 
2 ”首先 证 明 
k 
arc cot( 2k +3) = arc tang — arc tan, (1) 
事实 上 ， 
+2 
кеме 1711 
an( аге ау - aretan1 J = 一 k+? = 3k + 3° 
1 + °] 
k+] 
于 是 
1 | | k+2 
arc tan SK +3 = arc cot( 2k + 3) = arc tan] -arc tani, 


假定 等 式 对 n = 天 成 立 ， НП 


arc cot3 + arc cot5 + s= + аге cot( 2k + 1) 


l ~k arc tanl, 


= arctan? + arc tan _ + ••• + arc tan 


2 k 
| (2) 
现 证 明 它 对 n=k+1 也 成 立 ， 即 


arc cot3 + arc cot5 + s= + атс cot( 2k + 3) 


k+2 
= arctan2 + == + arc түт +1 ~ (К+ ])arctan1, 


(3) 
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将 等 式 (1) 和 (2) 相 加 得 等 式 (3)。 
22，]1” 等 式 对 n=1 成 立 ， 因为 


м3 -i = 2( соз $- i sin 5). 


2° м 
| Кл 


(“3 - i)* = 2k (соз а 1 sin в} 


wij 


— | Кл Кл л л 
_ik+l 一 К ш "сти —— Ве (Я ет. 
(м 3 1) = 9 (cos 6 1 Sin =) 2(cos 6 1 Sin 6 ) 


—— 


ок [сов (k i Dr in шен 
23. 1” 等 式 对 n=1 成立， 
2” 设 | 
(cos x +isin х)“ =<cos kx + isin kx, 
则 有 | 
(cos х +isin х) *! = (cos kx + isin kx)Xcos x + isin x) 
= (cos kx cos x — sin kx sin x) 
+ 1( соз kx sin x + sin kx cos x) 
=cos(k+])x +isin(k+1)x, 
24, 错误 在 于 最 后 的 一 句 话 : “НИЕ”. ЖЕ, B 
中 已 证 明 ， 不 等 式 2">2 7 只 要 对 站 = 天 成 立 ， 必 可 推出 它 对 
п-К 1 也 成 立 ， 其 中 K 是 任意 自然 数 。 
这 里 仍然 推 不 出 所 要 证 的 不 等 式 对 至 少 一 个 1 的 值 成 
立 ， 更 谈 不 上 对 任意 的 自然 数 n RAT. 
简单 地 说 ， 错 误 出 在 只 证 明了 定理 2 ， 而 设 有 证 明定 理 
1 ， 因 而 缺乏 归纳 的 基础 ， | 
25. ЖЯЖЫҢ, ЗЕЕ 2°7>2п +1 成 立 的 最 小 自 
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АЖ. = | 
Ж ЕРШЕН ЭСА, 21424). PEA >21 + рп К 
成 立 蕴 涵 着 它 对 n=k+1 也 成 立 。 由 此 断言 不 等 式 对 任 ЖК 
TATS и 
° 不 等 式 对 n = ?成 立 ， 因 为 
1+1/w2>w2， 


2° ]Z 
| я ñ Z += + => ик. (4) 

我 们 要 证 明 
++ + р. (5) 

ЛЕА, 
元 一 > >vVk+l-vVk | (6) 


对 任意 Kk 宇 0 成 立 。 实际 上 ， 不 等 式 (6) 等 价 于 
+ ігі ZE 


它 由 不 等 式 (6) 两 边 同 乘 vKk+1+wK 得 到 。 把 不 等 式 (4) 
和 (6) 两 边 分 别 相 加 ， 就 得 不 等 式 (5)， 
| 1” 当 n= 2 时 ， 不 等 式 为 3 <6,К Еп = 2 成 立 。 
2” 设 
| 4“ (ОК)! 
k+l1 S (Кр? 
其 中 k 宇 2。 容 易 验 证 ， 对 Kk 二 0， 

4(K+1) _ (2К+1)(2К+2) 


k + 92 < (К+1)? ° 
因此 
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dt 4+1) ОК (2k+1)(2k+2) 


Ф — T —T H -—. ыы —— _—_ 


k+l k2 >k o? С (kD? >° 


HI 
481.  (2k+2) | 
K+2o (К+)! 1? ° 


( 刘 Я, ЖӘНЕ 
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关于 数学 归纳 原理 的 一 点 注 记 
© Жж М. 


在 数学 证 明 中 ， 数 学 归纳 原理 与 最 小 自然 数 原理 是 最 经 
常 被 用 到 的 。 那 么 这 两 个 熟知 的 原理 之 间 有 怎样 的 关系 呢 ? 
在 国内 外 出 版 的 许多 书 中 ， 特 别 是 中 学 生 数 学 读物 中 ， 说 这 
两 者 是 等 价 的 ， 并 给 出 了 “证 明 ”。 本 书 的 《数学 归纳 法 》 一 
文中 就 给 出 了 这 样 的 “证 明 ”( 见 第 37 页 )。 但 事实 上 这 两 个 
原理 是 不 等 价 的 ， 给 出 的 所 有 这 类 “证 明 ” 都 是 错误 的 。 弄 
清 这 一 问题 的 关键 是 ， 什 么 是 自然 数 ? 即 自然 数 是 怎样 定义 
的 ? 也 就 是 自然 数 的 公理 化 问题 。 在 这 里 不 打算 也 不 可 能 深 
入 讨论 这 一 问题 ， 而 只 是 简单 地 指出 导致 这 一 错误 的 原因 。 

自然数 1,2,3,… 的 形成 及 我 们 对 其 性 质 与 运算 的 认识 都 
源 于 经 验 。 在 探讨 由 经 验 得 来 的 结论 之 间 的 关系 时 ， 一 不 小 
心 往往 在 理论 上 会 出 现 模糊 、 不 严格 、 甚 至 错误 。 这 就 导致 
数学 中 重要 的 方法 一 一 公理 化 。 通 常 ， 自 然 数 集合 严格 的 抽 
象 定义 是 由 Peano 公 理 ( 见 [1] 的 附录 一 ) 给 出 的 。 这 一 公理 系 
统 中 最 重要 的 一 条 就 是 归纳 公理 ， 即 数学 归纳 原理 。 自 然 数 
的 加 法 、 乘 法 以 及 大 小 关系 都 是 在 Pean 公理 的 基础 上 给 
以 严格 定义 的 ， 并 进而 对 我 们 所 熟知 的 源 于 经 验 的 加 法 、 乘 
法 运算 ， 以 及 大 小 关系 之 间 的 性 质 (包括 最 小 自然 数 原理 ) 给 
出 了 严格 证 明 ( 见 [ 1 ] 的 附录 一 )， 因 此 ， 不 仅 是 这 些 性 质 ， 
而 且 这 些 运算 与 关系 都 是 建立 在 数学 归纳 原理 之 上 的 。 当 
然 ， 大 小 关系 及 其 性 质 也 是 这 样 ， 

在 我 们 断言 :“ 由 最 小 自然 数 原 理 可 推出 数学 归纳 原理 ” 
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上 时， 一 个 逻辑 上 的 问题 就 出 现 了 :最 小 自然 数 原理 中 的 “大 
小 ”关系 是 怎样 定义 的 ? 如 果 像 《 数 学 归纳 法 》 一 文中 那样 
给 出 “证 明 ”， 那 么 这 种 论证 就 有 在 前 提 中 已 包含 了 结论 的 
毛病 ， 因 而 是 不 正确 的 ， 如 果 给 出 与 数学 归纳 原理 无 关 的 
4 大 小 ”关系 的 定义 及 其 性 质 的 证 明 ， 那 么 ， 就 立即 会 出 现 
“自然 数 ” 究 竟 是 以 怎样 的 公理 体系 来 定义 的 问题 。 这 就 是 
导致 所 有 这 类 “证 明 ” 不 正确 的 关键 所 在 。 要 彻底 弄 清 这 一 
点 并 不 容易 ， 这 里 不 作 进一步 讨论 了 .。 有 兴趣 的 读者 可 看 
[ 1 ] 的 附录 一 ， 特 别 是 通过 做 该 附录 的 习题 ， 会 对 这 一 问题 
有 一 个 初步 的 、 具 体 的 了 解 。 这 对 提高 我 们 的 数学 素养 是 大 
有 帮助 的 ， | | 

最 后 ， 要 指出 的 是 ， 即 使 我 们 错误 地 认为 数学 归纳 原理 
与 最 小 自然 数 原理 等 价 ， 并 相信 了 错误 的 证 明 ， 也 不 会 影响 
我 们 正确 熟练 地 运用 这 两 个 原理 。 因 为 ， 这 是 一 个 深层 次 的 
数学 基础 问题 ， 也 许 这 正 是 这 一 错误 论断 与 证 明 长 期 在 国内 
外 广泛 流传 ， 和 被 数学 工作 者 忽略 的 原因 吧 ， 


参考 文献 0 
[1] ҒАН, ÆRU, МЕЖЕ, EKKE HRE, 1992, 
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б №1 Pr 5]? 


А.Г. Магкиѕзһеуісћ 


THE ` 


前 


递归 序列 古 中 学 数学 课程 中 的 一 个 课题 (如 等 差 数列 、 
等 比 数 列 、 自 然 数 平方 序列 、 两 个 多 项 式 的 商 式 的 系数 序列 
等 等 )。 虽 然 这 只 是 一 个 很 小 的 专题 @ ， 但 H 有 许多 著名 的 
分 析 学 专家 对 此 作 了 人 全面、 准确 的 论述 

递归 序列 理论 的 黄 基 人 是 18 世 纪 法 国 数学 家 棣 美 旨 
(Abraham De Moivre)( 著 名 的 公式 

| (соз а + 151п а)" = cos па + і аа па 
就 是 以 他 的 名 字 命 名 的 ) 和 彼得 堡 科学 院 的 创始 人 之 一 一 一 
瑞士 数学 家 伯 努 利 (Daniel Bernulli), 形成 系统 的 理论 则 
归功 于 18 世 纪 伟 大 的 数学 家 、 彼 得 堡 科学 院 院 士 欧 拉 
(Leonard kuler)， 他 在 其 《无 穷 小 分 析 引 论 》 第 13 章 中 专门 
介绍 了 递归 序列 的 理论 。 在 最 近 的 著作 中 ， 值 得 注意 的 是 俄 
多 斯 数学 家 切 比 雪夫 (P, 工 .Chebyshev) 和 马尔 可 夫 (A.A. 
Yarsov)， 他 们 在 《差分 算法 》 中 阐述 了 递归 序列 理论 。 — 


D 本 文 根 据 Mir Publishers • Moscow 出 版 的 《Little Mathematics 
Library»》 中 的 小 册子 «Recursion Sequencesy (Translated from the 
Russian by V. Zhiuomirsky, 1975) 英 文 版 译 出 ， | 


O 对 于 精通 分 析 学 的 读者 来 说 ， EPP жили жацы 
分 方程 的 类 推 。 | 
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递归 序列 的 概念 是 等 差 数 列 和 等 比 数 列 @ 的 自然 推广 ， 
自然 数 的 平方 或 立方 序列 、 由 循环 小 数 的 数字 组 成 的 序列 、 
由 两 个 按 * 的 升 寡 排列 的 多 项 式 的 商 的 系数 组 成 的 序列 等 都 
是 它 的 特殊 情形 。 在 中 学 数学 课程 中 ， 递 归 序 列 应 用 十 分 广 
泛 。 递 归 让 列 理论 是 所 谓 有 限 差分 法 的 一 部 分 ， 本 书 就 是 讲 
述 这 一 理论 ，。 为 了 使 初学 者 易于 阅读 和 理解 ， 我 们 并 不 要 求 
读者 具有 这 方面 的 预备 知识 ， 所 讲述 的 结论 都 给 出 证 明 ， 仅 
有 一 个 结论 ， 将 根据 线性 代数 的 结论 直接 给 出 而 不 予 证 明 . 
我 们 先 介绍 一 些 基 本 概念 。 序 列 一 般 表示 为 
ИНЬ, Ugy eee y HRY eps О (1) 
或 简单 地 记 为 {us}。 对 于 序列 (1)， 如 果 存 在 自然 数 k Ra, 
а,,а3, ak (а, ЖЖ ЪЁ. 1<is<k), tE 得 从 某 一 个 数 
n 开始 ， | | | | | 


Unik = аир. р + dUni+k-2 + e° +a,u,(n2m>1) О 


(2) 
成 立 ， 则 序列 (1) 称 为 K 阶 递归 序列 ， 式 (2) 称 为 K 阶 递归 关系 
由 式 (2) 可 以 看 出 ， 递 归 序 列 的 特点 是 ， 从 某 一 项 开始 ， 
序列 中 的 每 一 项 都 可 以 用 紧 接 在 它 前 面 的 K(k 是 相同 的 ) 项 由 
式 (2) 表 示 出 来 。 正 是 由 于 必须 问 到 前 面 的 项 才能 得 到 序列 
的 下 一 项 ， 所 以 它 被 称 为 “递归 序列 ”。 下 面 看 几 个 递归 序 
列 的 例子 。 | 
#1 等 比 数列 。 对 于 等 比 数列 


O 等 差 数 列 、 等 比 数列 有 时 也 分 别称 为 算术 级 数 ,、 几 何 级 数 ， 一 一 译 者 注 
94 


и, =а, и, = 4q, из = аф?, *** Un = ад", | (3) 
式 (2) 可 以 表示 为 | | 
| Unei “ux, (4) 
ЖЕ К=1, а=4. ЧМ, 等 比 数列 是 1 阶 递归 序列 ， 
22292 аш, 对 于 等 差 数 列 
ч. =а, и) =а+4, ии=а+24, 6» ;иу=а+(п- 1)4, 66, 
我 们 有 | 
Un ЕН, +4. 
这 还 不 是 式 (2) 的 形式 ,因为 上 了 式 右 端 含有 常数 项 4 。 不 过 ， 
我 们 可 观察 下 面 的 两 个 式 子 
Ил =.) +1, Une =u, + d, 
PAPIRI Unsa чь. = И... Un, Hi 
ТЕТЕ (5) 

ХКО А, 这 说 明 ， тшй йж—1-9 БИН 
序列 ， 

з женаз Н ВУЗЕ ЭР ропассі) О [6] 
题 。 假 这 每 对 成 年 兔子 每 月 生 一 对 小 金子 ， 每 对 新 出 生 的 小 
兔子 一 个 月 后 长 大 ， 问 :一 年 内 一 对 龟 子 可 以 桔 殖 成 多 少 对 
WERF? | | | 

这 个 问题 的 解 共 是 很 容易 的 ， 而 且 ， 对 问题 的 从 案 本 刁 
我 们 也 并 不 感 兴趣 。 设 最 初 的 成 年 兔子 对 数 为 wi， 一 个 月 后 
成 年 鬼子 对 数 为 ua， 两 个 月 后 成 年 兔子 对 数 为 43,…,n 个 月 
后 成 年 鬼子 对 数 为 n+:， 我 们 感 兴趣 的 是 这 些 成 年 免 子 对 数 
组 成 的 序列 мур, eur. a. ШІП 59 М, и, = 1。 由 于 新 
志 生 的 锡 子 一 个 月 后 才 长 成 成 年 鬼子， 所 以 一 个 月 后 成 年 锡 

Ф еи, на 意大利 数学 家 ， 著 有 《算盘 书 》， 在 广泛 吸收 中 亚 和 


评 让 庭 电 区 算术 和 几何 知识 的 基础 上 ，, 目 己 作 了 创造 性 的 整理 和 深入 发 展 。 一 一 
译 者 注 
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子 对 数 仍 为 1 ， 即 = 1。 两 个 月 后 ,第 一 对 小 兔子 已 成 年 ， 
而 后 面 出 生 的 兔子 还 未 成 年 ， 因 此 ， 此 时 成 年 兔子 对 数 为 2， 
Пиз = 2。 如 果 我 们 已 经 求 出 ”- 1 个 月 后 成 年 兔子 的 对 数 ur 
和 几 个 月 后 的 成 年 兔子 的 对 数 u,,;， 那 么 ，u 对 成 年 兔子 在 
第 n -1 个 月 生 下 的 us 对 小 兔子 在 n+ 1 个 月 后 已 成 年 ， 而 其 后 
出 生 的 小 兔子 尚未 成 年 ,所 以 ,n+ 1 个 月 后 成 年 兔子 的 对 数 为 
Une > Чу, у tus, (6) 
H (6) п] а Е 
U= из +и,= 3, Us = Us +U = 5; 
lg = Чу +H, = 8, U7 = Ug + Us = 13, ***. 
这 样 ， 我 们 得 到 下 面 的 序列 
u =], Чәсі, u,=2, Шұ 3, | 
Иу= 5, И = 8, u= 13, ***, 
也 就 是 从 第 三 项 起 ， 每 一 项 都 是 它 前 面 两 项 之 和 ， 这 个 序列 
就 是 著名 的 斐 波 那 契 序列 ， 序 列 中 的 项 称 为 斐 波 那 契 数 。 式 
(6) 表 明 ， 斐 波 那 契 序 列 是 一 个 2 阶 递归 序列 ， 
例 4 .自然 数 的 平方 序列 。 设 序列 


Ст). 


| и,= 12, и» = 22 из = 32, 666,0 = п, ә, (8) 
RA Uun = (n+1)?=n?+2n+1， 所 以 
Un, =u, +2n+1, (9) 
Ап #311, RE 
Uns = Чаа +21 +3, = (10) 


(10) - (9)@ 得 
Unz Ы, "Иң, TU +2, 


即 
Un, 2М0,,1 ~u +2. (11) 


在 (11) 式 中 令 n 增加 1， 得 


D 这 表示 式 (10) 减 去 式 (9)， 下 同一 一 译 者 注 
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иһ. Е Рид, а "На. ` ` (12) 
(12) - (11243 
Unis — Нана = Зил, 2 — ЗИпь1 + Ию, 
ш б w | 
Unsa Зин. 2 — Зин. 1 HUn. А 22-613) 
这 个 递归 关系 是 3 阶 的 ， 因 此 ， 序 列 (8) 是 一 个 3 阶 递 - 
月 序列 。 辣 再 可 以 证 明 ， 自 然 数 的 3 7 方 组 成 的 序列 


13,23, 33, =... ‚ПЗ, ses | — (1⁄4) 
是 一 个 4 阶 递归 序列 ， 它 的 各 项 яж i 
ио = йш. з бча. +403174, i I (15) 


请 读者 自己 证 明 ， 
例 5 ”所 有 循环 序列 都 是 递归 序列 。 我 们 以 有 理 分 数 得 
到 的 循环 小 数 的 数字 序列 | | 


7 
тосо = 0.57132132132***. 
为 例 来 说 明 这 一 点 ， 在 这 个 序列 中 ， 


| u =2, Ш = 1, u= 3, =, 
ШАА, 有 Е С 
чр, з = и,(п223), | (]7) 


式 (17) 可 以 表示 成 式 (2) 的 形式 : 

Unss= бин. +00. + loun, ` 
因此 ， 式 (17) 是 一 个 3 阶 递归 关系 式 ， 其 中 , k=3, а-0, | 
az =0，as= 1。 从 而 ， 序 列 (16) 是 一 个 3 阶 递归 序列 ， 

例 6 现在 ， 考 缀 两 个 x 的 升 蜗 多 项 式 相 除 所 得 商 式 的 
系数 所 成 的 序列 。 给 定 
Р(х) = А,+ AX + +A xi, 
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Q(x)= Во + B ix + + Bx B >< 0). 


我 们 用 Q(x) 去 除 P(x)。 如 果 有 余 式 ， 则 除法 运算 可 以 无 限 
制 地 继续 下 去 。 商 式 各 项 按 如 下 顺序 排列 :，- 
| Do + Рух + Dax? + Dx? + =+ + DpX” + s= 
考虑 序列 u 
| u= Dos u= Dis ө, Un = Dyis e (18) 
我 们 来 证 明 这 是 一 个 上 阶 递归 序列 Ck 为 除 式 的 次 数 )。 对 
任意 自然 数 n 宇 ! -k+1， 除 法 运算 以 商 式 得 到 x"** 项 为 
止 。 余 式 RCX) 是 一 个 多 项 式 ， 它 只 含有 高 于 x 的 n+k 次 第 
的 项 。 写 出 被 除 式 、 除 式 、 商 式 及 余 式 间 的 关系 ， 我 们 得 到 
恒等式 

Ao + *** + Ax? i | 

== ( Во + *** + B XE XC Da + + Рх") + R(X), 
分 别 计算 人 恒等式 两 边 x"* 的 系数 ， 二 者 是 相等 BJ. 54 n+k 
之 !+ 1 有时， 人 恒等式 左边 r 的 系数 为 0， 因 此 ， 人 得 FAA 
边 x"** 的 系数 也 应 是 0 И, хт Я 
(Ba + = 1 Bxk)CDo + eee + рх") 
中 出 现 ( 正 如 上 面 所 说 , 余 式 R(X) 中 只 含 x 的 高 于 m + 天 次 的 
ж» ， 所 以 ， 右 边 x"… 的 系数 为 
Dx. KB + Ва. к Ви + *** + D „Вк, (19) 
根据 前 面 的 讨论 ， | | 
Рь.кВе Палау іВі + *** + Р.В, = 0, 

因此 ， 当 Bo 关 0 В, | | 

Рак = - B Da. ЕСЕ à „(п>21-&+1). (20) 


这 是 一 个 大 阶 递归 关系 式 ， 它 表 明 序列 (18) 是 一 个 k 阶 这 
ДЕУІ, 
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$2 AFISE ТТЕ 


在 上 面 所 列举 的 例子 中 ， 例 6 是 最 典型 的 。 现 在 ， 我 们 
要 指出 ， 任 意 一 个 大 阶 递归 序列 


н» М2, ete, Цуу °°, | (21) 
如 果 它 满足 关系 式 I 
Unik = Gu, рр *** аи, (n22m>1), (22) 

那么 ， 序 列 (21) 就 与 由 某 个 多 项 式 P(x) 除 以 多 项 式 
| Q(x)=1- арх e арх (23) 

的 商 式 的 系数 组 成 的 序列 相同 . | 


іх Н Жп д n>k+m-2, Мих чих” ++». 
tura x" REMA ОСО, 1 | 
(1 -—a,x-— a,x? — s= —a,xk)(u, HUX + + 
итак" + е + их"). 
=|[и,+(и,—ауиу)Хх + == 
+ an 一 и алии Xk m2 
+[|(Uk.m — ть ... _ арии )xk+m-1 +... 
+ (Uni G Ju, —**—а@ки„ ps) Xn] 
– Саир. у ў "е ашат н 
ғаш, XE | (24) 
第 一 个 方 括号 中 的 多 项 式 不 高 于 1=k+m-2 次 ， 其 系数 与 
n 的 取 值 无 关 ， 我 们 记 之 为 РООФ, 
P(x)=u,+(u,—a,vu,)X + = 
+ (Urim_l – аршу 5 ө, -apup )xk t”, 


_ (25) 


| D х Ж ж КИЖИ, — AA 
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由 式 (22) 知 ， 式 (24) 的 第 二 个 方 括号 中 多 项 式 的 系数 均 为 

2; 第 三 个 方 括号 是 一 个 系数 依赖 于 n ， 各 项 均 高 于 n+ 1 次 
的 多 项 式 。 我 们 用 Rn(x) 表 示 这 个 多 项 式 , 这 样 ,(24) 式 器 
写 为 


р(х) = (1 - a,x — a,x? — 6. arxk) 
X (u, + мох + Ux + +» ` Fin, X n) + R, (х), 
(26) 
ЕШ, ц, + их + =s их" ЖЕНА С] x" ХДЕ), Rn(X) 
是 余 式 。 这 个 除法 运算 可 以 继续 下 去 ， 因 而 ， 
цу, Ug, °°, Ups Unily *%° 
确实 是 多 项 式 (25) 除 以 多 项 式 (23) 所 得 商 式 的 系数 构成 的 序 
Я. 
ЕЕЕ 
ОШ =], и = |, из = 2, иа = 3, Ш=5, ° 
因为 它 的 各 项 满足 关系 式 
Unt2= И: + Un (n2:1), 
НД, m=1, К=2, а, =1, a,=1, Q(x)=1-x- xš, 
P(x) 的 最 高 次 第 必 不 超过 K+ m2=1。 由 式 (25) 得 
Р(х) =1+(1-1х1)х=1. 
ад, ЗЕ Яра ЕЯ] 1 除 以 1-х х2 的 商 式 的 系数 
组 成 的 序列 完全 相同 。 


$3 ”递归 序列 的 和 序 527 


中 学 生 在 学 习 算术 数列 、 几 何 数列 及 自然 数 的 平方 序列 
时 ， 会 遇 到 计算 这 些 序列 的 前 ”项 和 的 问题 ， 
设 
Uis Ugg °, Иду воз | (27) 
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д1 k ВНЕ, ЖАНА | 
Unik = @ Ил. к_1 + 50 k + *** +ауи, (n2m), (28) 
考虑 序列 (27) 的 和 数 序列 Sn: 
S i=Zu,, S= Ut Us, On 二 HI 十 Lo 二 十 Un "°°. 
| (29) 
我 们 证 明 这 个 序列 是 + 1 阶 递归 序列 ， 其 通 项 公式 为 
Sneki = (1+4, 51. к + (05-41) Snrk 1 
+ 666 + (ар ар 128,,|- GkYne 
| | (30) 
注意 到 : | | 
u =S и» = S3 = Us S27 51, e., | (31) 
Un = 9, (Ut Ча р) = Sr адэ", 
设 59-0, Ши, = 5, - $0. 0028) 5,51, 0,5, AKR 
Сирии, 得 | | 
Snek ак = а: (би. к_1- Элька) + a бани © п: к-з) 
+ жа,(5,-64-12. 
化 简 ， 得 
Snek = (1+4; Sax it (G - а, )S nekt **" 
= (ар = а 1)5,-4,5, ((па>т), 
用 n+1 n, f4 
© дака = (1+4, )5л.к + (G; —- а, 5. рр + *** 
+ (а -ак_1)5 a 45, (nm - 1), 
XUR 了 所 要 的 结论 。 下 面 给 出 几 个 基体 例子 。 
(а) 等 比 数列 ， 在 等 比 数列 中 ，u， = a9"! № 
Sn =U, + И) + е и, =а+а9+ *** + ад"), 
(Un u, = qu, (1)， 因 此 ts 必然 满足 
Sni = (154206,,1-45.7, п220. (32) 


_ @ 建 意 ,我们 约定 8, = 0. — ИЖЕ 
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(b) 自然 数 平方 序列 。 在 自然 数 的 平方 序列 中 ,un = n2, 
баз +2 +. нп, уи, АЕ СА (13050) 
иһ+з = Зиа: JUnit Un, 7 之 了， | 
所 以 | 
S'na = 45 л+з — 65я+2 т 451+; - Эл» п>0. 
(с) ЗЕ ЭВ ДЕУ. М ЖЗ ЫР НЕОН Е Unt = Uns 
+и, (пр, МЫ, ЖЖІЛЕЯЦ8, АН 


Sr. = 25 п-2 — Әһә п>0. 


$4 Я 


在 一 些 最 简单 的 递归 序列 〈 如 等 差 数 列 、 等 比 数 列 、 目 
然 数 的 平方 序列 和 立方 序列 、 循 环 序列 等 中 ， 我 们 不 需要 
计算 序列 前 面 的 项 ， 就 可 以 直接 得 到 序列 中 的 任意 一 项 的 
值 。 但 在 整 波 那 契 序列 和 两 个 多 项 式 丙 的 系数 序列 中 ， 粗 略 
一 看 ， 这 似乎 并 不 可 能 。 比 如， 要 计算 问 波 那 契 序列 的 第 13 
项 ， 我 们 必须 利用 us Una +una， 先 求 出 第 13 项 以 前 的 各 
ДИН. 
u=], u,=1, u,=2, u,=3, И;- 5, и = 8, 
и: = 13, us=2], щ=34, Чц-55, ин = 89, 41-144, 
然后 才能 得 到 uis=233。 — | 
现在 ， 我 们 认真 分 析 一 下 递归 序列 的 结构 ， 以 便 找到 直 
接 计 算 任 一 项 的 公式 〈 不 需 计 算 前 面 的 项 ) ， 这 些 公 式 可 视 
为 等 差 数 列 或 等 比 数列 通 项 公式 的 推广 ， 
Е ААК ИНЖ: о 
М, =G Ил. k i + >И т. k o t’ ари, | (33) 


如 果 对 n=1,2,3,…，(33) 式 成 并 ， 那么 ， 取 n=1， 得 
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Ни: 418, танку + *** ари, 
БИЖ, НЫЙ T urus, ик МИН, ВАТ ЯГА Ж Ш ик. 1. 在 
GDP, №л=2, A 

иро = 4) Нет + dup + °° e та, нН.. 

这 样 ， 我 们 也 就 求 出 了 ux :2。 一 般 地 ， 若 扩 是 一 个 自然 数 ， 
HERH и1,М2,%%,Иұ90,,1»%ЭИа ы-і» ЩЕ 55 (9308, 4 
n=m， 即 可 求 出 此 递归 序列 的 下 一 项 ии, ь. 

可 见 ， 如 果 已 知 序列 的 前 项 ,two,…,ui， 那 么 ， 满 
足 (33) 的 Ek 阶 递归 序列 的 各 项 就 由 这 个 递归 关系 式 唯一 地 确 
定 出 来 。 用 不 同 的 方法 来 选取 序列 (没有 任何 限制 条 件 〉， 
我 们 就 可 以 得 到 满足 关系 式 (33) 的 无 限 多 个 不 同 的 序列 。 它 
们 之 间 的 区 别 将 由 本 身 的 前 kX 项 (至 少 其 中 的 一 项 ) 的 不 同 
显示 出 来 ， 以 及 也 将 在 后 面 各 项 的 不 同 中 看 出 来 。 

例如 ， 任 何 公 比 为 9 的 等 比 数列 ， 都 满足 一 阶 递归 关系 


Unii = IUn, 
而 它们 的 首 项 4 可 取 各 不 相同 的 值 ， 任 何等 差 数 列 ， 不 论 
其 首 项 ti =a 不同 ， 还 是 公差 d 不 闻 ， 甚 至 与 LABA + 
同 ， 但 它们 却 都 满足 2 阶 递归 关系 式 
或 ил. кін сш, иы, 
另外 一 个 2 阶 递归 关系 式 

Unr2 т Uny Ил, 
除 适 合 斐 波 那 契 序列 11,2,3,5,8,13,21;,34,… 外 (〈 这 里 2 
= и. = 1)， 随 机 选取 ul 和 zs 的 值 ， 可 以 得 到 许多 适合 上 述 
2 阶 递归 关系 式 的 其 他 序列 ， 例如 ， 我 们 取 и: = —3,u,= 1, 
得 到 下 面 的 序列 : 

о-83,1,—-2,-1,-8,-4,-7,—11, —18, -29,. 
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设 有 一 组 序列 
| | Xis Xag rt, рунее, 
Yis Уо, е, Уд, 99, (34) 
21,22, .,,,; 
它们 都 满足 递归 关系 式 (33)， 即 | 
Xn- к4)Ха ы-і таз k t 4... > ЧкХл, - 
_ Упьк 4194. -1 + Ga ка ft *** та; Уһ (35) 


24-6) Zako г + 0521... *** + ака, 
任 取 与 (34) 中 序列 个 数 相同 的 — № А, В, C, ЛАЖ 
(35) 的 第 一 式 ，B 乘 第 二 式 ，…，C 乘 第 三 式 ， 然 启 ИЖ 
积 相 加 ， 得 — м 
Ахь.к + Вуль + + СЕ». | 
= а (Аха. + Вун + *** + СЕ. ка) 
+а: (Ах, к-з + ВУ: ка + *** + Сда) + 
+а,САхь + Вур + *** Са, ñ (36) 
НАЛ < 34 ) у; — DEIRA, ЖЕ В, +, Ж 
Д-Р ТУВЕ С, ， 然 后 按 列 对 应 相 加 ， 得 序列 | 
t= Ax + Ву, += +С, | 
t, = Ах, + Ву, + -** + Cz,, | 
in = Ах, + By, += + Садэ, 


#0 0005 000 өсе баев ов фе ро Фо зоо 


由 起 (36) 知 ， 这 个 序列 满足 递归 关系 式 (33)， 因 为 4, В, == 
С 是 任 取 的 ， 所 以 我 们 可 以 选 定 不 同 的 A, B, ===, C， 而 得 到 
REEF tiy tas eyin, es 
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设 序列 | 
Ш, Мо, ttt, Ид, *** (38) 
满足 递归 关系 式 (33)， 问 题 是 ， 能 否 求 出 4A, B,…,C， 使 得 
序列 (37) 的 前 K 项 与 序列 (38) 的 前 k 项 相同 ? 如 果 可 以 ， 根 
据 前 面 的 讨论 ， 对 任何 自然 数 n， 有 ` 

и, Ах, + Ву, + +++ Сг, | (39) 
成 立 。 | 
这 样 ， 利 用 某 个 序列 组 (34)， 由 公式 (39) 来 表示 任 一 满 
足 同 一 个 无 阶 递归 关系 式 (33) 的 序列 就 变 得 可 能 了 【至 此 仍 
是 一 种 假设 ). 实 现 这 一 可 能 性 的 关键 在 于 求 出 4,B,…C 的 
值 ， 使 得 对 于 任意 给 定 的 ui,t2,…, ti， 下 列 等 式 成 立 : 


Ах, + Ву, +. + Сау = цу, \ 
Ах, + Ву, + *“ + Cz, = Чо, (40) 


| Ах, + Ву +e +Z = uk, 


在 这 个 问题 中 ，4, 8,…,C 是 未 知 的 ， 但 (40) 中 等 式 的 
个 数 与 递归 序列 的 阶 天 相同 ， 即 А,В ",СИЮФЖАКСЯН 
序列 组 (34) 中 的 序列 个 数 相同 )。 元 一 次 线性 方程 组 (40》 
的 解 ， 取决 于 方程 组 的 系数 X... Zi, Xk) Hk "о Як» 
也 就 是 取 诀 于 递归 序列 组 (34) 的 各 最 初 的 上 项 。 例 如， 任 选 
иу Uz， e u 我 们 假设 | 
x, =1, = 0, ***, 21-0, 
х=0, 5-і, “е, 2%-0, 
(410 
| хк=0, JK =0, =°, 2,-і1, 
简化 (40)，' 得 
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Скиф. 
当然 ， 无 论 方程 组 (40) 右 边 是 何 值 ， 我 们 都 可 以 选择 刀 
一 组 系数 ， 使 方程 组 (40) 总 有 解 。 例 如 ， 设 
x =l, у,=1,‚ "“, Z = 1, 
х= 0, у= 1, = Z,=1, (42) 


X, = 0, Yk =Ü, Zk = 1. 


简化 (40) 得 
A+B+= +C =u, 
В+ +C =u, 
С =uk, 
因此 ， 


С= ць, **, B=uy-us, Аи, -ug 
下 面 我 们 给 出 一 般 性 的 定理 了 0， 
定理 ”对 元 线性 方程 组 (40)， 不 论 右边 usus stk 
取 何 值 ， 有 且 仅 有 了 唯一 解 A,B,…,C 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 
应 的 齐 次 方程 组 { 
Ах, + Ву, + == +С2,=0, 
Ах, + Ву, + == + Са, = 0, (4079 


Ах, + Ву, + += +С = 0 


有 且 仅 有 唯一 解 A= B= = C = 0, 


<l — J... ыы ——— .— — — - 


D AREE ETR 一 未 给 出 证 明 的 结论 。 这 可 在 任何 一 АРКИ 
找到 。 一 一 译 者 注 . 
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读者 容易 断定 ， 定 理 中 所 说 的 条 件 在 特殊 情形 (41) 和 
(42) 是 满足 的 。 以 后 可 以 看 到 ， 这 个 定理 十 分 有 用 。 我 们 只 
需 充 分 利用 “一 定 存 在 reZ Xk s zk， 使 得 方程 组 
(40) 有 确定 的 解 ” 这 一 事实 ， 
如 果 已 经 选 定 这 样 的 数 作 为 序列 组 (40) 最 初 的 项 ， 那 
. 么 ， 根 据 前 面 的 结论 ， 任 何 适 合 递 归 关 系 式 (33) 的 序列 都 可 
由 公式 (39) 表 出 ， 其 中 的 4,B,…，,C 是 方程 组 (40) 的 解 。 由 
k 个 序列 构成 的 序列 组 (34) 称 作 递 归 序 列 的 一 组 基 ， 如 ЖЕ 
一 满足 关系 式 (33) 的 序列 的 项 可 以 利用 它 由 公式 (39) 表 出 . 
由 此 可 见 ， 每 一 类 递归 序列 必 有 基 ， 且 它们 可 以 用 不 同 


方法 来 选取 。 
例如 ， 开 始 的 一 些 项 取 为 
1,0,0. ү 1,1,1, 
| 0,1,-,0, 或 ИИ 
0,0, .•,1, 0,0, •••,1 
s .H wv  — 
CL) | (k) 


的 序列 组 就 是 任意 的 k 阶 递归 序列 的 基 ， 
` 对 这 段 内 容 ， 我 们 小 结 如 下 : 

对 每 一 个 上 阶 递归 关系 式 ， 都 有 无 穷 多 个 满足 这 种 关系 
式 的 不 同 的 序列 。 任 一 这 样 的 序列 可 由 满足 这 种 关系 式 且 构 
成 它 的 基 的 某 К 个 序列 来 得 到 ， 先 对 这 大 个 序列 中 的 每 一 个 
分 别 乘 以 某 个 相应 的 数 4,B,…,C， 然 后 对 应 相 加 @ . 

所 以 ， 为 了 求 出 天 阶 递归 关系 式 的 全 体 解 ， 只 要 求 出 满 
足 这 个 递归 关系 式 且 构 成 它 的 一 组 基 的 个 序列 ， 


D 请 参阅 式 (37) 。 一 一 译 省 E 
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为 了 解释 清楚 ， 我 们 来 举例 说 明 。 
例 1 已 知 2 阶 递归 关系 式 
Uni2 = д», T Une 
它 的 基 必 定 由 两 个 序列 XXn Yis Yo， a те 组 
成 。 我 们 这 样 来 选取 : Фх,=1, х;-1 O n =0, n=l. 
因为 递归 关系 式 可 以 改写 为 | 
Hiyo Нат = Ил-1 7 Uns 
即 这 个 序列 相 邻 西 项 的 差 是 定 值 ， 所 以 满足 这 一 关系 式 的 序 
列 必然 是 等 差 数 列 ， 因 此 ， 序 列 {x,} 是 一 个 公差 为 0 |93525 


数列 ， 即 为 | 
1,1,1,++,1,# (x, = 1), 


序列 {yr}; 是 一 个 公差 为 1 ЕЖУ], HBH 
0,1,2,…,m 1, (u. =n-1). | 
任何 请 足 这 个 2 阶 递归 关系 式 的 递归 序列 的 项 都 可 表 成 
и, = Ах, + Ву, = А+ В • (n-1),: 


ЖА, ВН | 
| u ЕА+В • (1-1), 
u, = A+B • (2-1), 
ИП 
U= А, 
и, = А + В 


Е. МИ, Ас-ш, В=и, - и. 由 此 推出 
ОМЕН +(п- 1) (и-и), 
IX WË ЕН ДЕ Unio = 2Un u, 的 递归 序列 的 通 项 公式 。 
我 们 设 и, =а, и; u= d, 就 得 到 熟知 的 等 老 数 列 的 通 
项 公式 : | 
и„=а+(п-1)4, 
例 2 再 来 讨论 另 一 个 2 阶 递归 关系 式 


Un+o 一 Ил+1 + Ча. 
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取 x = 1，x = 1， 就 得 到 熟知 的 斐 波 那 契 序列 
1,1, 2,3,5, 6, °° 

作为 构成 基 的 第 二 个 序列 (yn ， 我 们 取 У1-0, 9-1, 
这 样 就 有 

Уз= у 5У,-1, У,-/У;%У:-2, ЕЗДУ: ЕЗ, e. 
在 这 个 序列 中 ，y。= ху, уз х, Y= Хз, fs ХА, °**, 一 般 
地 有 yn =xw_in= 2,3,…)。 事 实 上 ， 如 果 我 们 已 经 知道 ， 
对 任意 的 "sm+1， 这 些 等 式 都 成 立 。 特 别 地 ， 有 v.a = 
Ха» Уһ = X, ЭЛ, ЖЕ Ym 有 | | | 

Ут+2 = Уж: Т Уп Хи + Xm 1 = Хи- 1. | 
所 以 ， 当 n=m+2 时 ， 等 式 也 成 立 。 因 而 ， 我 们 证 明了 
Yn= Xn (П=2,3, 6) | | 

所 以 ， АННАН А2 Unt Нн tUg 的 任 一 序列 ， 我 

| 们 得 到 ( 式 (39)): | | 


„= Ах, + Ву,, 
кә» ловя | 
= Ах, +Ву,= A, 


| и, = Ах, +Ву, = А + В, 
Н, А= ш, В= и, ~-t, 及 
НШ + (u; Чу) Удо 
о n>2 В, хь. 可 以 替代 э, ЖЖ 


или, +(и„—иц,)Хх„_, (n2) 


Un =u (X, Xn) %Ш5Х, 1, 
当 n 之 3 有 时， 
Xn = Х,-1%Х).; W Хп — Хи 1-54; 
从 而 有 | 


Un SU iX, 25и,Х, 1 (ПЗ), 
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НИ, ЖЖ Un = ur. tn 的 任 一 序列 tun; 的 

通 项 公式 可 以 利用 辈 波 那 契 序列 由 上 面 推出 的 公式 来 表示 ， 

特别 地 ， 当 t= -3，u = 工 ( 见 式 (34) 前 给 出 的 数列 ) В, 
Un —3x, + Хз) (ПЗ). 


$5 递归 关系 式 的 特征 方程 与 
由 等 比 数列 构成 的 基 


5.1 都 是 单 根 的 情形 


现在 ， 我 们 来 证 明 ， 在 某 种 极 一 般 的 条 件 下 ， 通 过 上 比较 
个 具有 不 同 公 比 的 等 比 数列 可 以 找到 过 归 关 系 式 (33， 
Unrk = aUnrpg + @2 в. ко + ot Qun | 
Ж. AW, ЖАРЕНАЯ, Ия 
X =], Ха-4, ***, Xn=49” t, +5 (4950) 
满足 关系 式 (33)。 以 | 
Saek 0971, Хи, 19”, eee Xn= д"! 
分 别 代 替 ukyunik tun AGD 
ДКС = 4,41 8724,4 3 + ... +а,4” 1 
由 此 得 
qe =a," +a +e +a (43) 
所 以 ， 等 比 数列 满足 上 阶 递归 关系 式 的 充分 必要 条 件 (33) 是 
它 的 公 比 4 满足 与 (33) 式 系数 完全 相同 的 k 次 代数 方程 
(43), | 
JE (ЗУ НЭ ҚОЗЫ, НВ q = a 
是 特征 方程 的 一 个 根 〈 实 根 或 虚 根 ) ， 那 么 ， 设 | 
Хата"! (n=],2,>) (449 
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我 们 得 到 一 个 首 项 x;=1， 公 比 为 ag， 且 满足 关 系 式 (33) 的 
等 比 数列 。 又 因为 a 是 (43) 的 一 个 根 ， 所 以 
ак =a, • акі +a, aK ?2+ e+ ar. 
БА а", Не n ДНЕ НАМ, 1 
Qtk = aorik 2 раза" 8 4 666 +a Qn 1, 
这 表明 ， 序 列 (44) 满 足 关系 式 (33). | 
加 此， 对 于 特征 方程 (43) 的 每 一 个 根 4=a， 相 应 地 有 
一 个 公 比 为 4 的 等 比 数列 (44), :满足 递归 关系 式 (33)。 
为 了 由 此 构造 出 由 公 比 不 同 的 等 比 数 列 组 成 的 基 ， 仅 需 
由 此 能 得 到 足够 多 个 ， 即 “个 不 同 的 等 比 数 列 ， 记 而 就 是 特 
征 方 程 要 有 天 个 不 同 的 根 。 
设 特征 方程 的 所 有 根 各 不 相同 : 
4450, Q= B, =, Qk =у, 
我 们 有 满足 (33) 的 个 等 比 数列 
l,a,at ай 1 чае, ) 
ыны (45) 
1,у,у?, eee, yn + | 
下 和 面 证 明 ， 序 列 组 (45) 是 (337 的 基 ， 即 对 满足 (33) 的 任 
何 序列 {un}， 我 们 都 可 以 求 得 A,B,…,C， 使 得 对 任意 71， 
и, = да"! + ВВ" +. + Су", (46) 
要 证 明 上 述 结论 ， 只 需 证 明 ， 当 na=1,2,…, 大 时 ， 由 
(46) 所 得 的 关于 未 知 数 A,B,…,C 的 方程 组 
А+ В+ +С = щ, 
AO EBA tont OYE tas (47) 
Аай! + BRET! + e + Сукі Sup, 
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AA WE, 不 论 这 些 方程 的 右边 取 何 值 ， ЖИ, Я НЫ. И) 


次 方程 组 
A+ B+ ==: + Ç = 0, 


катан ч 
Аа”! + ВВ®-! +. + Су”! =0 
НЕ (279 (40’)). К НЯ. 
事实 上 ， 假 设 (48) 有 非 零 解 ， 即 满足 方程 组 (48) 的 А, 
В,С 中 企 少 有 一 个 〈 例 如 4) 不 为 零 ， 为 由 此 推出 矛盾 ， 
我 们 构造 一 个 K- 1 次 多 项 式 М(х), х= В, x = y 时 等 
FẸ, шах =а 时 等 于 1 。 由 于 此 多 项 式 是 K- 工 次 。 且 对 
x 的 大 -~ 1 个 不 同 的 值 8,…,» 都 等 于 零 ， 因 此 = 
М(х) = u(x- В) (X — y), 
其 中 и 为 其 个 待定 的 值 。 因 当 x =a В, Mea)= 1, ВИА 
1 =р(а- p). (a — у), 
= 1/(а- БО““(а-у), 
因此 ， 满足 给 4 定 条 件 的 多 项 式 为 
x 
| м ба ру а 
去 括号 并 合并 同类 项 得 | 
М(х) = wm + тух + = т рх 1, 
H т,,т\у,+*,тк_, 85 (48), 并 逐 项 相 加 得 
A(mo + M,a + es + mg 1087?) | 
+ Вт, +m, + +++ mge BETI) + ++ 


+ C(mo + my + eee + m. _ yE 1) = 0, 
或 
АМ (а) + ВМВ) + --- + CM (Q) = 


因为 М(а)-1, М(В) = 0, ++, МОУ) = 0, ША 0, БЕ 
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设 予 盾 。 | | 
因此 ， 方 程 组 (48) 有 且 仅 有 零 解 ， 以 及 方程 组 (47) 对 任 . 
ЖН) uy, u, s ,up 有 唯一 解 4,B,…,C， 而 这 就 意味 着 (45) 
是 递归 关系 式 (33) 的 一 组 基 ， 
这 样 ， 我 们 就 证 明了 ， 对 每 一 个 递归 关系 式 
Unk = 4чу, 1 十 Cn ко + *** Бари 
当 其 相应 的 特征 方程 
qk =а, 4“ 1+ag* 2 + ++ + а, 
有 不 同 的 根 9=4，9= В, ++, д= у, 一定 存 在 由 公 比 分 
别 为 a,P,…,y 的 EK 个 等 比 数列 组 成 的 其 。 换 音 之 ,对 满足 天 
系 式 (33) 的 任 一 序列 {ua}， 可 由 方程 组 (47) 求 得 个 数 A， 
B,…,C， 使 得 | 
un = Аат + Вр” +++ Сут (п=1,2,е), 

我 们 小 结 一 下 这 段 内 容 ， 

每 个 天 阶 递归 关系 式 部 对 应 有 一 个 系数 与 其 相同 的 天 次 
代数 方程 ， 称 为 它 的 特征 方程 。 特 征 方 程 的 每 个 根 就 是 适合 
这 个 递归 关系 式 的 等 比 数 列 的 公 比 。 如 果 特 征 方程 的 根 各 不 
相同 ， 则 这 天 个 等 比 数列 就 是 这 个 递归 关系 式 的 一 组 基 。 在 
这 样 的 情形 下 ， 满 足 这 个 递归 关系 式 的 任何 序列 就 可 由 寿 干 
个 等 比 数列 (不 超过 KK 个) 相 加 来 得 到 ， | 

下 面 看 一 下 所 得 的 这 些 结论 的 应 用 ， 

首先 考虑 斐 波 那 契 序列 。 它 的 递归 关系 式 是 

Uni2 = Чр т Ил, 


相应 的 特征 方程 (43) 为 = 
q 


“=9+1。 
解 这 个 方程 ， 得 两 个 不 同 的 实 根 
_1 v5 _1 v5 
б=у+-„, B= ЕС 
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ЭТЕД, ЗЕЕ ЗЕЯ ЗН А ААЖ РА 
u, = Аа"! + ВВ?! й | 
为 求 未 知 数 A， B， 设 n=1,2， 我 们 得 
u =1= А + В, 
и. =1= да+ ВВ = $ (A+ p) + V 5(4- В). 


解 这 个 方程 组 ， 得 


v 5+1l ` “5-1 
А = -- о --”, В = 7% 22 
因此 
EARE (SSAA и АЕ 
2/5 2 2 5 2 ° 


u, = (5) (сузу, (49) 


这 就 是 斐 波 那 契 序列 的 通 项 公式 。 这 个 公式 看 上 去 很 复杂 ， 
计算 也 颇 订 类， 但 是 ， 使 用 它 却 可 以 得 到 许多 有 趣 的 结果 ， 

例如 ， WA BI EMR Во з 277 dB Е — 4 38 р 
数 。 因 为 | 


О уат 

п 5 2 о > | 
т\?п+?2 _ C \2п+2 | | 

ОУ) у) ы. 


2 
所 以 


(17 
例如 ， 


Upsi КМ = Uonsie | | 1 (50) 


U, =U? +u? = ]32 + 82 =-233, 
请 读者 自 证 辈 波 那 契 序列 的 更 一 般 的 公式 
Илит ФЦ Иті = Чат» (51) 
作为 公式 (49) 的 又 一 应 用 。 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 ， 
же 若 自 然 数 4 二 5， 则 用 网 几 里 得 算法 来 求 4。 和 4 最 
大 公约 数 时 ， 需 作 的 除法 的 次 数 不 超 过 a 写成 十 进 制 时 所 有 
的 数字 的 个 数 的 5 18. | 
”运用 欧 氏 算法 求 a 和 4 的 最 大 公约 数 时 ， 由 依次 作 除法 
”而 得 到 一 串 等 式 : О 


(1) b=ax © +у%, | 

(2) а= ух фу), 
ЕС 

(К) ИЕ у, 

(k+1) VR = ук), 


且 各 个 余 项 依次 满足 不 等 式 
a>y >y" у" ИГУ, 

在 (52) 中 的 最 后 一 个 式 子 中 ， 余 项 等 于 零 ， 所 以 ， 前 一 式 中 
Ажал У" 就 是 4 和 4b 的 最 大 公约 数 。 因 此 ,就 是 求 最 大 
公约 数 所 需 的 除法 运算 的 次 数 .问题 是 如 何 求 天 的 值 。 为 此 ， 
РЕ УКС, а BIE Е ЯВ РЕЯ uiue, 
un ЖЕ. Пу  >1=ш,. Хуу, 所 以 
020 =. Wik, НА SSS O 


yE) уко) + укук) А 1 + ик, 


Жж, 817253021, 19Ј<Е+І, — ИЖЕ ` 


хв, анат. . 
yE u, y'k- Dus, ‚уц, 
”假定 我 们 已 证 明 下 列 不 等 式 成 立 ， 
Уи, e, y" >и. m + 9 Ик маз 
| (m 1222), 
ЖА, ЕЗІ Их + ут) d 
í; | у" Ю>у"- l). 1 + ym; Ик -т+з + тез Мк те. 
如 此 下 去 ， 最 终 得 到 不 等 式 
| тих, у 22и, 

进而 ， 由 (52) 趟 的 趟 (2) 推 得 

| a=y x+ yy 1), ] ку Upe H Up = ик, о, 


由 公式 (49) 知 


= 


因此 
e e 
РУз”) -1] (53) 
(因为 ЧЕ <i ， 所 上 тузе <r). HODE 
(уу avs sevsen 
Eyen 


ue 


(12/5) <а-1, . (51) 
我 们 知道 


所 以 


因此 
rolt 5Y*, ; 
10 <( 5 ) <(a +1)’, (55) 
ұға ® РЕ n УЖ, Пят 个 数字 ， 显 然 有 


10" :<а<10%, 
| a +1310”, 
由 此 以 及 不 等 式 (55) 得 


10% <(а+1)°<105", (56) 
НП К<25п, 


这 正 是 所 要 求 的 结果 :， 在 欧 几 里 得 算法 中 ， 逐 次 相 除 的 
次 数 天 小 于 ae 沙 中 较 小 的 数 的 十 进 制 数字 的 位 数 与 5 的 乘 
и. 上 面 的 论证 表明 :应 用 欧 儿 里 得 算法 最 复杂 的 就 是 b 与 
a 是 最 相 邻 的 两 个 斐 波 那 契 数 这 一 情形 。 为 了 使 读者 相信 这 
д, ВКА 0]. ри, = 6765, а= из = 4181, 
这 里 ，a 是 一 个 4 位 数 。 根 据 上 述 定理 ， 欧 氏 算 法 所 作 除 法 
的 次 数 必定 小 于 4x5=20。 事实 上 , 我 们 需 作 17 步 运算 才能 


(1) 6765 = 4181 x 1 + 2584, 
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(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 
(10) 
(11) 
(12) 
(13) 
(14) 
(15) 
(16) 
(17) 
(18) 


Хш, А ЖЗ ЛИНЕ ЗЕ Ы ЕЕЕ ЕНЕ ВЕ 
除 最 后 一 步 外 ， 所 有 的 商都 是 1 ， 这 正 是 运算 步 
又 如 此 之 多 的 康 因 。 相 邻 两 个 斐 波 那 契 数 的 最 大 公约 数 ， 不 
用 计算 就 可 看 出 是 1 ( 见 上 面 的 等 式 (17))。 事 实 上 ， 由 4，，,， 
= Unti+ Un ГИ, о Би. 的 最 大 公约 数 等 于 un,i Би, 
的 最 大 公约 数 (为 什么 ? )， 所 以 ， 任 意 一 对 相 邻 移 辈 波 那 奖 
数 ， 其 最 大 公约 数 是 相同 的 ， 因 而 ， 为 了 求 出 它 ， 只 要 看 第 
—Wu,=u,= 1 的 最 大 公约 数 。 显 见 ， 它 等 于 1， 
ЕНІ 求 递归 序列 (16) 的 通 项 公式 、 


цу= 9. U= Ty us= 1, U= 3, 


得 的 余数 ， 
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4181 =2584 x 1 +1597, 
2584 = 1597 x 1 + 987, 
1597 = 987 x 1 + 610, 
087=610x1-+377, 
610 = 377х1+233, 
377 = 233 х1+ 144, 
233 = 144 x ] +89, 
144 = 89х1+55, 

89 =55х1+ 34, 

29 = 34х1+21, 
34=21х1+ 13, 

21 = 13х11 +8, 

13 =8х 1+5, 
8=5х1+3, 
5=3х1+2, 

З=9х 1+1, 
2=]1х2+0, 


И5-2, u= l, Чу= 3, из=а, °°, 


其 递归 关系 式 为 
| Маз = Un (ПЗ), 
特征 方程 是 | 
| q` =], 
| ИЗ | М8 
n p a, yi 


设 (16) 的 通 项 公式 为 ( 见 公式 (46)) 
Un = Аа?! + ВВ"! + Су"! 


_ 1 зү (-1-1У3)" 
= A+ B( 2 tiog) +C 2 i . 


我 们 可 以 要 求 这 个 公式 对 任何 7 ЖАСАР, Ш: п->3 时 ,我 们 


的 递归 关系 式 也 成 立 ， 
a$: 
1 У3--( T jsi 3) 
о +1 2 = соз 3 | San о 9 
13 --( x isin =) 
5 1-4” = сов 9 + 1 $11 9 | ° 
由 棣 美 弗 公式 得 
| т ИЗ п-1 21023 п-1 
u, = A + BÍ о +1722) + c ( 2 2 ) , 


л 


=A+(-1])" p cos- (п-1)-ізіп 3 nD) 
+ ( — 1)" 1iC соз On 1) +1 sin 3 (n — 1) | 


л 
= А+ ( – 7 (В+ С)соз т (п - 1) 


+iC~ D+C)(— 1)" tsin 20-1), 
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& В+С=А,, (-B+C)= A, А БАИН 


Ша- АЗҒА, С 1)" leos ` (n-1) 


3 


+ (= 1)" Asing (п-1) M3). 


现在 ， 我 们 仅 要 去 求 未 知 系数 A, A1, Arn Шт =3,4,5, ЖА 
Е, 得 到 一 个 三 元 一 一 次 方程 组 


,=1= А+ А соз 27 + Авіа? = À — о А, + А», 


З 
а= 3= A- А087 — Аззіпт= A+ А|, 
u = 2 = A+ дов 

解 此 方程 组 ， 得 

А=@2,.А,=1, A= -- 云 。 


4л 
+ А». siny = = А – PI А-А, 
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因此 
Tm 1. ‚п 
un =2+ 109 608" - D 5 уз sina- 1)3 | | 


= =2+(- 1)” > ѕ1п(п- 2) з (п2>3). 
可 以 看 出 ， 这 里 的 通 项 公式 是 用 与 序列 的 循环 特征 相 一 
致 的 三 角 国 数 来 表示 的 . 
应 用 2 Ë Л өн ЖЕСИРИ ыы 
给 定 两 个 多 项 式 
Р(х) = 3+ x2— xš, 
О(х)=2-х-29х*+х°%, 
Ж Р(х) РД Q(X) 所 得 商 式 的 系数 。 
设 商 式 的 系数 序列 为 
| и, = Рози» = Distt sUn = Dnis 
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前 面 已 讲 到 ， 这 个 序列 是 一 个 满足 式 (20) 的 递归 序列 


В, _ ... _ Be 


В, DT (п21-К+1), 


Рл.к = 一 
其 中 к, | 分 别 是 О(х)ЖП P(x) 的 次 数 ， Во, Вь, ***, Bk О(х) 
的 系数 ， О 
由 所 给 多 项 页 式 知 : k=3, {=5, Bo = 2, В = – 1, В, = 
-2, Вз = 1, 从 而 


lp, (п>5-3+1=3), 


2 | 
Одд ш 9 


1 
П.з = 9 


5 Әл. + 


ИП 


1 
s Dnit Dn:1 一 


Dn-3 = 2 


1 
2 
其 特征 方程 为 


.] 1. 
$ 7и 2 — 2. 


р.=А (5) +B+s1"+Ce*(-1)" (п23), 


4-п-32,4,5, ЛЕХ, @ 


1 
Рз = А + В ~ С, Р, = 


1 
8 = А+В+С, 


16 
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| Ds = БА + В - C, 
这 些 方程 中 ， 不 仪 А,В,С 是 未 知 数 ,而且 Dz, Di, Ds 也 
是 未 知 的 。 为 求 出 这 些 未 知 数 ， 我 们 来 作 P(x) 被 Q(x) 除 的 
除 靶 ， 直 到 商 式 中 恰好 出 现 5 次 项 为 止 ，。 


| 3+2? 一 了 | 2-2-224 +z 
КРЕ ТЕКЕ 
, ЖЕ 
23. CERET z“ 
4 а! zt- r’ 


2 T? + 4743- ZŠ 
ЕЕЕ 3 
з _ 4 _ 5 ` >. 
2.24 1162 2 т 514 
3 
L 41. x5 _ в 
| 2474-14 
55 z 19 56-9 g7 
16° 7327 791% T432 
9 


19 51 51 51 
|. -gt 
32 64 32 64 


51 51 
“ұй. 27 — yè 
464 z 642 . 
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因此 ， 


1 3 
8А+В-С= 155, 
d 19 
161+ В+С= <35， 
5] 
а2А%В-С- 64° 
解 得 
] 3 О 
А = tg? B 70, С - 6 
因此 | 
_ 1 1 3 5 n 
Ол = 4°6 боа Жу tH(-l) (n—3), 
这 就 解决 了 所 提出 的 问题 。 由 上 式 可 以 算出 
аі 119 _ „19 
Б» = 2128’ 015 256’ Вв = egia 


5.2 根 全 部 相同 的 情形 
在 上 面 所 举 的 全 部 例子 中 ， 特 征 方 程 的 根部 是 单 根 。 下 
面 讨论 与 自然 数 平方 和 和 有关 的 序列 。 
已 知 该 序列 的 递归 关系 式 为 ( 见 式 (32) 后 的 (b)) 
Snr4=4Snr3— боп+2 54844175,» 
特征 方程 为 | 
44 = 443- 64% +49-1 
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4 — 443 + 64? - 44+1= (9-1 = 0, 

它 仅 有 一 个 四 重 根 4 = 1。 所 以 ， 我 们 只 求 得 了 一 个 公 比 为 1 

的 适合 上 述 递归 关系 式 的 等 比 数列 。 

在 这 类 问题 中 ， 我 们 必须 求 出 其 他 能 与 这 个 等 比 数列 一 

мін ала аны 它们 是 : 
0,1,2,3，…)7 一 1， 
дб Да ны 
0,1,8,27,-“,(п- 1), ee. 

《读者 很 容易 证 实 这 个 断言 ) 。 不 要 考虑 这 个 需要 相当 复杂 

计算 的 例子 了 ， 我 们 来 研究 下 面 的 典型 例子 ， 


设 递归 关系 式 为 
Чт. k 一 Стаць рр ш СЕ ?а®и»һ,к-э 
+e + (- ПЕС бац, = (57) 


其 中 СЕТ, СЕ? te ‚Ск ЖЕ k 阶 二 项 式 系 数 ， 相应 的 特征 方程 
为 | Е 
qk 一 Ck-iaqk"1 _ Ск ?а?дк т? + * + (К — 1)8Сда“, 


整理 得 | 
| (4 一 0) = 0, 
其 解 为 k 重 根 4 =a. ЖАЯ 
(а- а)к =ак – Cr lak + CE 2ak ~ eee +(—1)*CRar=0., 
| | 22 (58) 
Нр, 24 т= 0,1,2, :--,К-1 В, ЖКШ 
(а а)к "= ок" – C акт" + Ст 2087" 


— e С 1) "СО ак" = 0, 


-Dr "=Ckm-Cka tO? 0-0 
LC- DEC} =0. (59) 


124 


Ck- GET! + OET? eee + (~—1) OR + С DECRE 0. 
| | (59°) 
ЕЖ, Мот-1,92,",К- 1, 05 и<к-т 时 ， 
СЕТ” _ k(k — 1)... (H + 1) 
k 149... (К-И) 
_  k(k — 12 (k zm +1) ak -m= в 
= (кти 1). СК" 


ӛзі; 


К(К-10 "(К-т ОСЫН” | 
=(k-m-H#+1)=(k- uC“. (60) 
我 们 把 式 (59“) 的 各 项 乘 以 KGKE- 12 (К-т), HAAR 
《60) 可 把 所 得 的 结果 写 为 
(k -m + 1) КСЕ (k= ту (К ПСЕ = 
-(-ІУЕ-т-ш 1) "(К- ФСЕ“ ++ 
+(—1)E-"”] ç 2 s ss e mCh = 0 
(m=1,2,* ,Kk—1). (59”) 
现在 我 们 来 证 明 ， 当 m= 1,2,… ,Kk 一 1 时， 等 式 
К"СЕ- (К 1) "СЕ te С 1) (KK 一 ACE 
к-“%(-1080”" С = 0 (61) 


т= 0 hF, (65659485, H2 RL. | 
运用 归纳 法 ， 假 设 当 和 =0,1 1 ОЗК- 2), (61) 
成 立 ， 要 由 此 推出 当 沿 =7+1 了 时 ，(61) 也 成 立 。 我 们 运用 
1 + 1 АЖ, 
f(x)=(x-—J)(x—J+ 1) (x —1)x 


— — u: —— ш ш — ——n - — —— 


Ф 我 们 约定 0* =1。 一 一 译 者 注 
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| = xi*1 - В;х) _... — Вох (62) 
来 证 明 这 一 点 。 当 m=1,2,… ,7 时， 分 别 用 В, В», , В, 
以 式 (61)， 得 
В.КСЕ — B (k-1)CE +++ + BC 1) СЕ" 
+s +Ó (-1)“ .0.Ck=0, 
B;kiCk- B; (k-1)iCE l+ +B; (-1 (k-uD)iCk | 
+= Вус DE 0 CD= 0, ) 
Е o (63) 
因为 | 
(k-7)ek= ЈК), 
(k-jJ- 1) (k-1)= f(k- 1), 


s... рь Фор b. оор гос sbs... ёго ваз аба ооо ное 


CK~ HI (6-р) = f(k- u), 
所 以 ， 当 m=j+1 时 式 (597) 可 写 为 
КӘСЕ КӘСЕ l ++ + DES- СЕ" 
+= + ( КРОС) = 0. 
| (64) 
把 式 (63) 中 的 各 式 及 式 (64) 逐 项 相 加 ， 得 
Tik + + Biki + f(k)]Ck 
- [8-0 +. +В (k-1)i +/(Е-1)]СЁ +e 
+C- DA (Е и) + | 
+ вук ш) + fek- pICE + 
+ С - IDFC Ote +В; *07 + 700) ]Ср = 0. 
(62) 式 可 以 改写 为 
Вах + Вох? + == + B х) +ў(х) = Xi 1, 
由 以 上 两 式 即 得 
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Кі 1Ск- (К- 1)1*1СЕ-1 +e С 1) ш) СКТ 


tee 1080771. = 0. 
这 正好 就 是 m =) + 1615... ПЕНЯ Y 4 m= 0,1,6, 


k-i, (61)і А. 
最 后 ， 我 们 考虑 次 数 不 高 于 -1 的 任意 多 项 式 ， 
Р(х) = Api XF! + Арх + e + Аз, (65) 
当 m =0,1,2,…,k 一 1 时 ， 式 (61) 相 应 地 乘 以 Ao, Ants 
Ak-1， 得 


АСК ACK} ++ +( - 122 ACE" 

| +С КАС = 0, | 

АКСЕ — A (К – 1)CK -1 += +( 一 1) AKCK 一 СЕС” 
| +e +(—~1)FA 0С = 0, 


Ak- СЕ Agr- (К = ПТС + 
+C- Ак (k ДЕ ICE ++ 
+(- ПКАх_1*0°- "С = 0. 
把 以 上 各 式 逐 项 相 加 ， 得 
(А, + А.К+ + Ак) СЕ | 
-[ Ау + А, (К - 1) + *** + Ак, (К - 1-1] СЕ 
+e +C ПИ [А + АКК- В) +e 
+ А, а (К - ВКС + 


+(- 1) А + А, * 0 ++» + А, «0% 10С = 0, 


РСК». СЕ - Р(К- 1)DCE l+. + 0 1)ЕР(О)С? = 0 


(66) 


因此 ， 次 数 不 超 过 k - 1 的 任意 多 项 式 P(x) 适 合 关系 式 (66). 


特别 地 , 设 — 
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Р(х) = (х+п- 1)", 
Дер л ЭНЕ, т ЖИЕК НО<т<К- 1. 
这 时 ， 式 (66) 变 为 
(К+п- 1)"СЕ- (Къп 2) Ck l + = 
E +€- 1)¥(n-1)"C}=0, 
或 者 用 or*w-: 乘 以 它 并 用 1 代替 Ck， 得 
(Къп 1 5 mak+n- l! = СЕ-1а(К+п- 2)mqk+n-2 
— Ck '?2a2(k+n- 3)%ak+n-3 +... 
+ (= 1-1 Ckak(n—- —Dman-1. 
f (67) 
比较 (67) 和 (57)， 可 以 发 现 ， 下 列 个 序列 全 都 满足 递 
归 关 系 式 (57); | 


1,а,а%,+»›,а"® 1,» (т = 0); 
0,а,да*,бе»,(п—1[)а" ,ue (т= 1); 
0, а, 22а? ‚+. „(п — уға ыы, s.. (m= 2); (68) 


Фез +... зеге ох ото вое 1. оо бов ра зао оз ох bs. аа РӘз 59 вор ве 


0,а,2%-1а%,.. (п 1) -1а"-1, ...(т=К-1). 


如 果 能 证 明 (68) 中 的 这 些 序列 组 成 基 ， 那 么 满足 (57) 的 
任何 序列 的 通 项 公式 可 表 为 : 
иһ = [Bo + Ву(п—1) +++ + Ву. (п 198 1Jan-1 
= О(п- 1)а"-, ме 
KPO) = Bo + Вах + == + Ву ax 1 是 一 个 次 数 不 超过 
的 系数 可 取 任 意 值 的 多 项 式 。 
要 证 明 (68) 是 基 ， 只 需 证 明 4,4,,…,ux 为 任意 值 时 ， 
关于 Bo,B1,…,Bx_1 的 元 线性 方程 组 
Bo + В,.0 +. + В .08 1 = щ, 
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Bt Birl + 6 + Вк-*1* al = llo, 

В, +В,(К— 1) +++ +B.-aG(k- ПЕ = uk 
Bo = 0, 

Bo + В, + *** + Bk-1 =0,. 


В +(К- ПВ, += +(k-1DE- Bp, =0 
НЕ. ШЕЮ J Fe ЗЕҢ 
00) = О(І) = «= О(К- 1) = 0, 
Ш, КЛЕК - 1 Pe 
В, + Вах + Wa = Ü 
至 少 有 kK 个 不 同 的 根 0,1,2,，… 。 因 此 必 有 
В, = В, = В в = 0, 

这 就 证 明了 序列 组 (68) 是 满足 递归 关系 趟 (57) 的 一 组 基 ， 


5.3 ”一 般 情形 | 
前 面 我 们 讨论 了 两 种 特殊 情形 ,下 而 讨论 一 般 情形 ， 
如 果 递 归 序 列 适合 -- 般 等 式 


Unek Aang- + @2Н а. рә + *** аки, (ир 50), 
| (70) 
它 的 特征 方程 
OF =a,qk -1 + a,qk - 2 {+ +. +a. | (71) 
有 一 个 4 Ща, — b ARA е, — c Rj y, Apar 


b += +c =k, 


在 这 种 最 一 般 的 情况 下 ， 可 以 证 明 ， 下 列 ЛАЯ 
Ж: | 
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0,0,2% a, eee, (n— 1)‘ lan- l , ess; 
1, B, B% е, ИСІ, | | 

0, B271 B2, 20, (0—1) 1B"! tees 
1,y,y2 уі, 

Q, y, 2°-1у2, +, (п = 1)° 1yn-1.. e 

因此 
и, = О(п ~ 1)а% 1 + Ю(п- 18°" ++ + 5(п- 1)у"!, 
| (72) 


其 中 QCx)，, R(X),…,SCx) 分 别 为 菜 些 次 数 不 超 过 2 一 1,0 一 1， 


e, Ç — 1 的 确定 的 多 项 式 ， 
由 此 得 到 下 面 的 命题 : 


命题 ”任何 递归 序列 的 通 项 4 都 具有 这 样 的 形式 ， 一些。 


n -1 的 多 项 式 ( 或 说 n 的 多 项 式 ， 二 者 是 一 样 的 ) 与 一 些 等 比 


数列 的 通 项 的 乘积 的 和 ， 它 们 的 公 比 是 特征 方程 (71) 的 根 。 

如 果 特 征 方程 的 根 是 单 根 ， 则 多 项 式 为 常数 ， 因 而 ， 递 
归 序 列 的 通 项 为 一 些 等 比 数列 的 通 项 之 和 。 

这 个 命题 的 逆 命 题 亦 成 立 ， 即 

任意 序列 {us}， 如 果 它 的 通 项 公式 可 表 成 式 (72)， 则 它 
是 一 个 递归 序列 ， 

对 应 的 特征 方程 (71) 可 以 用 它 的 根 &,8,…,y( 即 式 (72) 
中 的 4,B8,…,y) 及 其 相应 的 E 数 4,b,…,c( 它 们 分 别 等 于 式 


(72) 中 的 多 项 式 Q,R,…,S 的 次 数 加 1 ) 构 造 。 因 此 ， 就 可 以 
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站 即 推出 递归 关系 式 (70)， 
例如 ， 给 定 序 列 
up = (п- 12.27 l + 38-1, 
与 (72) 比 较 ， 可 以 发 现 它 的 特征 方程 的 根 为 
а=92, Dp = 5, 
其 中 a 是 一 个 2+1=3 重 根 。 因 此 ， 特 征 方程 为 
(q - 2)5(q — 3) = q“ — 94° + 304? – 444 + 24 = 0, 
递归 关系 式 为 
Unea = u, з ~ 30и, ә + 44и,, ‚ - 24u,. 


请 读者 自己 证 明 序 列 {un} 满 足 上 面 的 递归 关系 。 


$6 ЛЯ ЖИР Я КАННА, 


现在 ， 我 们 用 几 个 例子 来 阐述 前 面 的 内 容 。 
我 们 在 本 文 $2 中 已 讲 到 : 等 差 数 列 的 各 项 满足 
Нл Е. 1 Uns 
自然 数 的 平方 序列 满足 
илз = ЗИп- 2 ~ Зирка + Ив, 
以 及 自然 数 的 立方 序列 满足 = 
Un 三 dns 一 anas+4unl 一 Lans 
显然 ， 这 些 关 系 式 都 是 8$ 5 中 所 讲 的 关系 式 
Unek = CE Unek- ~ СЕ “Иаак-ә + *** +( — 1) 1Cku, 
(5770) 
的 特例 。 
满足 (57“ ) 式 的 任意 序列 ， 其 通 项 公式 为 
u= В,+Ву(п—1) + +B, (п 19871, (69°) 
要 求 系数 Bo Ва, e, B... АЯН КЩН) k pú — k ЕТЕ 
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代数 方程 组 
| Bo= Yis 
Bo +В, t *** + В, -, = Чо», 
| (73) 


Ву + ВСК - 1) + +. +B.  (k-1) F = ик. 
ЕЖЕ, К=2, (697) ft Ж 
un = B +B n-1), 


代入 (73)， 得 
Bo = и,, Bo + Bi= uze 


可 以 看 出 ， Bo = 是 等 差 数 列 的 首 项 ， 而 B1= u- и, 是 等 差 | 
数列 的 公差 ， 所 以 | 


u =u, +d4d(n- 1). 
JX ЕН S£ 2 УЦ МУ ASA, 
在 自然 数 的 平方 及 立方 序列 中 ， 无 需 计 算 ， 我 们 就 可 以 
得 出 其 通 项 公 起 分 Я] 为 ux =n?，un= n’. (НЖЖ, 18 (697) 
及 (73) 去 推导 等 差 数列 以 及 自然 数 的 平方 序列 与 立方 序列 的 
求 和 公式 ， 却 十 分 有 趣 。 | 
$ 3 中 已 经 证 明 过 : Ји, 的 各 项 满足 
Unek =G Ho. k-1 +а:ир, р ә + *** арид 
ДИПЛ (5,205, = и, S, = и, + и, +.) ШЕСИ А(30)) 
Ул. к-т = (1+a,)S,. к + (а — а бл, ки 
+ *** + (ар — G, Sr. -4,5,. 


ША, ЕАО 


а= Ch), а, = - СЁ, ав =(- 1) СЕ, 
所 以 
1+а,=1+Сұ= С, 
a~ a= - (СЕС) = —Ck. 15 
аз-а, = Ck + Ск Ск» > 
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ар a. С-ІОСОҚКС ЭСЕ = (ДӘС, 1, 
—a,=(-1)kCE=(- 12 СЁ: 1, 
AHS 满足 的 递 推 关系 可 改 与 为 
бақас Сука як СЁ. 15а + *** + ( — 1215, 


ну . 
Әлеке - Ск-л®льк +С _ 


| +С IDECE Sa = 0, 

因此 ， 如 果 序 列 {u} 满 足 k 阶 递归 关系 式 (57’)， 则 相应 
的 和 序列 {5S;} 满 足 同样 形式 的 k + 1 阶 递归 关系 式 。 特 别 地 ， 
因 为 等 差 数 列 、 自 然 数 平方 序列 、 自 然 数 立方 序列 相应 的 天 
分 别 为 2,3,4， 所 以 ， 在 Б ; 它们 各 自 的 和 序列 所 相应 的 上 面 
的 式 (57 >, 《69 ),(73) 中 ， 必须 分 别 取 为 3,4, 5。 

应 用 5 等 差 数 列 的 求 和 公式 。 

根据 刚才 所 说 ， 这 时 ，S 可 由 式 (69)( 取 k=3, А $, 
代替 un) 来 表示 : 

Sn = Вә + Ву(п— 1) + В›(п—1)°, 


系数 Bo, Bi, В; 由 方程 组 
В = S1= u, 
В. +В, +В = 5, = цу tu,= 2и, +4, 
Во +2В, + 2? Во = $; = ц, +U, +и, = Зи, + 34 


确定 ，、 解 这 个 方程 组 ， 得 
B. = и,, Ви, + d, В. = 
ARTAN, 1 
Sn= ut (и, + d) nD + -d(n—1)? 
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I 
1 


= пи; + dn — 1)n 


_n[2u + (n — 041 
E 2 
при +u +(n-1)4! 
< 
_ NCU, +u.) 
=. 
应 用 4 自然 数 的 平方 和 公式 ， 
在 式 (69’),(73) 中 取 Kk=4， 并 用 5, К un, ft 
S'n 一 В, +B,(n 一 1) + В. (п 一 1) + Ва(п 一 12%, 


B. = S,.= 1, 

Bo +В, + Ba + В; = S, = 1 + 2° = 5, 

В, +2B + 4В» +8Вз = S, =1+ 22 + 32 = 14, 

В, +ЗВ, + ЭВ, +27 Вз = S, = 1 +2 +3? +4? = 30. 
解 上 述 四 元 一 次 方程 组 得 


1 ] 1 
В, = 1, Bi =26» В,-1., Вз = 3 ° 
所 以 
S,=l1+ on- D+ oan- D+ sn-1) 


3 


1 n 十 Би? + Fn 


п(1 +3n+2n*) 
и 6 
п(п+1)(2п +1) 
6 * 
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应 用 5 自然数 的 立方 和 公式 。 这 个 和 可 表 为 
| _ nt(n + 1): 
22224 ° 
请 读者 自己 推导 这 个 公式 ， 
最 后 ， 我 们 来 看 一 个 例题 。 


ЖЕН: ғ] а ‚2а?, Заз, • s nat + (а520,а521). 其 通 项 公 


un = па"(п=1,2,3, ***). 


因为 
Заид, у — Qun = 20(п +1)a”*' — оппа" 
= (п+2)а"*=и,,,, 
所 以 很 容易 看 出 


= 2 
lir. 2 дай». 1 a Une 


HA К=2, а, =2а, а, = -а*, МЕЖ $} S =a, 
$. =а+2а?, 5$; =а+2а? + Заз, +.) м (МАС 30)) 
аз = (4,4126,,; %(4;-4,354,1-4;6, 
-(20-105,.:- (а*+2а)$„., +a Sn, 
从 而 ， 相 应 的 特征 方程 为 
9 = (20+1)9 — (a? +2а)4 + a°, 
容 匈 断定 94= a 适合 上 述 方程 。 用 q- a ЗИЯ: 
q2— (a + 1)q ға, 
因 此， 桂 征 方程 的 其 余 两 根 满足 方程 
12 - (G +1)q +a = 0, 
它们 是 2,1。 这 样 ， 特 征 方 程 有 一 个 重 数 为 a=2 的 重 根 a 和 
一 个 单 根 B= 1. 
在 式 (69) 中 ,我 们 用 Sm 代 u， 并 把 а=а, Q(x)= В, + В,х 
一 一 一 次 多 项 式 ，PB = 1]，R(xX)= Co 一 一 常数 代入 ， 得 
Sn=LBo+Bin~-1)Ja +C, (n=1,2,3,.), 


135 


取 n = 1,2,3 就 得 到 确定 系数 Bo,Bi, Co 的 方程 组 : | 
| Во +C = S = a, 
(Bo + B 2a + Co = S> = a + 2a°, | | 
| СВ, + 2B )a° + Co = S; = а + 20° + За, 
解 这 个 方程 组 ， 得 
| | _ оо? 
в (аре 
а? 
a — 1° 


B, = 


_ а 

Со (а-1)?* 

因此 ， | 
| S =| Во +B: (п- 1) 1а" +С, 
_IQ ”一 (+1)0 i +a 
(a= 1)? 


_ u, „а“ ~ (Uns | — U1) 


(а-1)? 


这 篇 文章 旨 在 让 谈 者 了 解 递归 序列 的 多 样 性 和 它们 在 数 
学 中 的 地 人 位。 同时， 也 指出 递归 序列 与 它们 的 最 简单 形式 
一 一 等 比 数 列 和 日 然 数 的 需 序 列 ( 特 别 地 ， 目 然 数 序列 是 一 
个 算术 数列 ) 没 有 太 大 的 不 同 ， 它 们 可 以 用 这 些 最 简单 的 序 
列 来 表示 ， 

然而 ， 即 使 在 初等 数学 中 ， TEEB FAE 128 Я], 其 
中 之 一 就 是 系数 序列 | 


2,3,9,7,11,13,17, 19, 23, +. 
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LENT PREREZE Z. ХЛ АИ, ZE fr Fl: 
质 ， 是 数论 研究 的 一 个 专题 ， | 
许多 初等 国 数 的 值 构成 的 序列 也 不 是 递归 序列 。 如 序列 
ТЕ... 
72:34”? 
OXER = 1/x 在 X=1,2,3,4,… 时 的 值 组 成 的 序列 )， 
X ЯП 
1, 2, 3З, 4, +, п, 
| log] ,1052,1053 1054, •••,10рп, *** 
(这 分 别 是 函数 y= x 和 y= Тов ЕЯ), АПВ 
ІҢ ЕЛІ. 

这 些 及 类 似 的 序列 中 (包括 递归 序列 ) 都 是 上 面 提 到 的 数 
学 的 一 个 分 支 一 一 有 限 差分 法 的 内 容 ， 

最 后 要 指出 的 是 ， 在 初等 数学 ， 特 别 是 在 高 等 院 校 的 分 
析 课 程 中 ， 收 敛 序列 ( 即 序列 有 有 限 的 极限 ) 具 有 特殊 重要 的 
位 置 。 对 这 部 分 内 容 的 研究 是 极限 论 中 最 重要 的 问题 ， 是 分 
析 学 的 基础 。 这 时 序列 个 别 项 的 性 质 至 多 具有 次 要 的 意义 ， 
而 重要 的 是 序列 极限 的 存在 性 及 极限 值 。 

我 人 认为， 以 上 的 说 明 对 于 帮助 读者 正确 地 认识 到 这 样 
-AETI DRH: 本 文中 讲 的 递归 序列 理论 ， 无 论 从 研究 
的 对 象 还 是 从 由 它 得 到 的 各 种 关系 来 看 ， 都 仅 是 一 般 序列 理 
论 @ 中 的 特殊 而 又 内 容 不 多 的 一 


СЕНА 3-16 ЖЖ Н) 


D 这 里 是 指 由 所 谓 解析 国 数 ( 它 的 最 简单 情形 就 是 初等 函数 ) 值 组 成 的 序 
列 。 | 
D 即 级 数理 沦 ， 一 一 译 者 注 
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% 标 法 ? 


A.S.Smogorzhevsky 


B| 


应 用 代数 研究 几何 图 形 的 性 质 ， 在 几何 学 的 发 展 中 曾 起 
了 重要 的 作用 并 且 形 成 了 一 门 独立 的 学 科 一 一 解析 几何 。 解 
析 几 何 的 出 现 是 与 它 的 基本 方法 一 一 坐标 法 的 发 现 紧密 相 联 
系 的 。 x | 
所 谓 一 个 点 的 坐标 是 指 这 样 一 些 数 ， 由 它们 可 确定 此 点 
在 一 给 定 的 直线 上 ， 或 者 一 给 定 的 平面 (乃至 一 曲面 ) 上 ， 或 
者 一 给 定 的 空间 中 的 位 置 。 所 以 ， 如 果 我 们 知道 在 地 球 表面 
上 一 点 的 地 理 坐 标 一 一 纬度 和 经 度 ， 我 们 就 可 以 知道 此 点 在 
地 球 表面 上 的 位 置 。 | 
为 了 得 到 一 个 点 的 坐标 ， 我 们 必须 知道 一 些 参 考点 ， 由 
这 些 参考 点 出 发 进行 测量 。 对 于 地 理 坐 标的 情形 ， 赤 道 和 零 
子午 线 上 的 点 皆 是 参考 点 。 Е 
”如果 给 定 了 参考 点 ， 并 且 也 指出 了 用 这 些 参 考点 求 出 确 
定 一 个 点 的 位 置 的 数 ， 即 坐标 的 方法 ， 那 么 我 们 就 说 ， 给 定 
了 一 个 坐标 系 ， 
通过 方程 描述 几何 图 形 ( 见 第 四 节 ) 是 坐标 法 的 一 个 特有 
的 性 质 ， 同 时 它 又 使 得 代数 方法 能 够 被 应 用 于 进行 几何 学 的 
Ф 本 文 根 据 Mir Publishers Moscow 出 版 的 «Little Mathematics 


Library 中 的 小 册子 《Method of Coordinatesy(Translated from thé 
Russian Бу Ват S. Wadhwa，1980) 英 文 版 译 出 ， | 


ШІ) 
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研究 和 求解 几何 问题 。 

坐标 站 使 几何 学 的 研究 具有 代数 的 特性 后 ， 就 将 代数 学 
的 最 重要 的 特点 一 一 求解 问题 的 方法 的 统一 性 转移 给 了 几何 
学 。 在 算术 和 初等 几何 中 ， 通 常人 们 不 得 不 寻找 解决 每 一 个 
问题 的 特殊 方法 ， 但 是 在 代数 和 解析 几何 中 ， 是 以 一 个 共通 
的 方案 为 依据 来 求解 所 有 的 问题 ， 而 这 个 共通 的 方案 对 任何 
一 个 问题 都 是 很 容易 适用 的 。 可 以 这 样 说 ， 解 析 几 何 相对 于 
初等 几何 与 代数 相对 于 算术 ， 它 们 所 处 的 地 位 是 相同 的 。 举 
标 法 的 主要 的 重要 性 在 于 ， 为 了 求解 问题 它 把 原来 属于 代数 
”的 方法 转移 给 了 几何 学 ， 从 而 有 了 很 多 共同 之 处 . 不过， 应 
该 告诫 读者 ， 不 要 完全 拒绝 初等 几何 的 应 用 。 因 为 在 很 多 情 
形 中 ， 它 帮助 我 们 得 到 漂亮 的 解 题 方法 ， 这 些 方法 比 用 坐标 
法 获得 的 解法 要 简洁 得 多 。 坐 标 法 的 另 一 显著 特点 在 于 ， 应 
用 它 我 们 可 以 避免 急于 作出 一 个 复杂 的 空间 图 形 的 直观 图 
%. | | 
在 坐标 概念 的 实际 应 用 中 ， 我 们 常 将 研究 的 对 象 设想 成 
为 一 个 点 ， 此 对 象 的 坐标 可 能 只 是 近似 地 给 出 ， 一 个 对 象 的 
给 定 的 坐标 ， 意 味 着 被 这 些 坐 标 描述 的 点 是 这 个 对 象 中 的 某 
一 个 点 ， 或 者 是 非常 接近 于 这 个 对 象 的 一 个 点 ， 

本 书 受 篇 幅 和 目的 限制 ， 我 们 只 能 对 坐标 法 的 基本 论据 
和 它 的 简单 的 应 用 进行 讨论 。 书 中 对 通过 方程 描述 几何 图 形 
给 予 了 相当 多 的 关注 ， 因 对 于 初学 者 而 言 ， 这 正 是 易于 引起 
大 量 困难 之 处 。 对 于 这 些 问 题 的 阐述 是 随 着 广泛 地 解决 一 些 
实例 的 过 程 进行 的 ， 
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5 1 直线 上 点 的 举 标 


3 入 坐标 法 的 最 基本 的 情形 是 与 确定 在 一 条 直线 上 的 点 
的 位 置 相 联系 的 。 我 们 将 从 这 一 情形 开始 叙述 坐标 法 ， 

我 们 在 一 条 直线 上 标 出 两 个 任意 的 但 不 辣 的 点 O 和 FE 
(图 1 )， 并 取 截 距 ОЕ УБЕ. 


ae E 
О Е х 
Я 1 


WE ОЕ 上 的 每 一 个 点 都 对 应 一 个 数 ， 这 个 数 称 为 给 定 
点 的 坐标 ， 它 是 按照 以 下 方法 确定 的 ， 当 点 已 与 点 已 在 O 点 
的 同 侧 ， 点 P 在 直线 OE 上 的 坐标 是 一 个 正 值 ， 等 于 截 段 OP 
的 长 度 ; 当 点 PP 与 点 E 不 在 0 点 的 同 侧 ， 点 P 在 直线 OE 上 
的 坐标 是 一 个 负 值 ， 其 绝对 值 等 于 截 段 OP 的 长 кш 点 0 的 
фк РЕЖ. x 

如果 这 些 条 件 都 满足 ， 直 线 OF 就 称 为 数 秆 或 全 标 轴 ， 
O 点 称 为 坐标 原点 。 包 含有 具有 正 坐 标的 点 的 数 轴 部 分 称 为 轴 
的 正 部 分 ;包含 具有 负 坐 标的 点 的 数 轴 部 分 称 为 轴 的 负 部 分 ， 

在 给 定 的 坐标 轴 上 的 每 一 个 点 都 有 其 确定 的 坐标 ;而 
且 ， 在 同一 坐标 轴 上 的 两 个 不 同 点 的 坐标 是 不 一 样 的 。 另 一 
方面 ， 每 个 实数 都 是 给 定 坐 标 轴 上 的 一 个 确定 的 点 的 坐标 ， 
例如 ， 点 的 坐标 是 +1， 而 数 - 1 则 是 点 巨 关 于 O 点 对 称 的 


点 的 坐标 。 符 号 E(1), А( 22), Воо, Сс, рса) 等 表明 


D 点 0O 和 可 以 这 样 选择 ， 使 截 中 0 等 于 一 个 给 定 的 长 度 单位 ,例如 


%1, -22 Xa Xi 2,“ Z Е Pš. FE,4,B,C,D,… 的 坐标 。 | 


| 从 OO 点 沿 数 轴 和 间 点 E 移动 的 方向 称 为 数 轴 ( 或 坐标 轴 ) 的 
方向 ， 通 常用 箭头 表示 (图 1 )。 | 
52 平面 内 点 的 坐标 


我 们 在 一 个 平面 内 构造 两 条 互相 垂直 的 数 轴 Ox ЖОу, 
它们 的 交点 是 坐标 原点 。 我 们 分 别称 轴 Cx 和 Оу 是 x 轴 和 Jy 


轴 Q ， 同 时 ， 它 们 所 在 的 平面 称 为 0xy 平面 。 我 们 认为 两 个 


坐标 轴 的 长 度 单位 是 一 样 的 。 | I 
Ox 轴 和 0y 轴 把 Oxy 平 面 分 为 四 个 象限 ， 它 们 相应 于 坐标 
轴 方 向 的 编号 如 图 2 Бл. | Е 


我 们 考虑 平面 0xy Е Р, Р. ЯР, 是 点 已 向 Ох 轴 和 
Oy 轴 引 的 垂 足 ， 亦 即 点 己 在 这 些 轴 上 的 垂直 投影 。 我 们 用 
x 表示 Pz 在 x 轴 上 的 坐标 ,用 y 表示 Py 在 y 轴 上 的 坐标 ， 
ху Н Р АЕ}, ЖА Р(х,у), 这 种 类 型 的 坐 


— 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 æ a- а — —- . 


(D 四 0z 和 Oy 也 可 以 则 做 坐标 轴 或 坐标 的 轴 。 
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ИК ЕЛ УФ. 

所 以 ， 在 一 个 平面 中 确定 点 P 的 坐标 导致 分 别 在 两 数 轩 
上 确定 两 个 点 (Pz 和 Py) 的 坐标 。 

点 Pz 的 坐标 x 称 为 点 已 的 横 坐 标 ; 点 Py 的 坐标 J KA 
S PEt., mE PAF Ox 轴 Е, ШЕЯ А22; 
如 果 点 P 位 于 0y 轴 Е, И ЖАЧА 5%. ОЕ, АА 
MEIE. 

图 4 А ЕН EIERS ДД 
ЖАНЫ», НЕ. 


Я 4 


现在 我 们 来 指出 ， 如 果 知 道 了 点 P 的 坐标 x 和 y ， 如 何 
确定 点 P 。 我 们 根据 已 -的 横 坐 标 x 在 Ox 6 ERAP: Ж 
EP ДАДА 了 在 07 轴 上 标 出 点 Py( 见 图 3 )。 然 后 ， 通 过 

Pz 对 Ox 轴 作 垂 线 ， 通 过 Py ЧОУ E Ek. £ N Ж ЕА 
点 即 为 我 们 想 要 得 到 的 点 已。 

上 面 的 作 图 可 以 用 下 面 的 方法 进行 修改 (图 5 )， 通 过 点 
Рр. Ох 轴 画 一 条 垂 线 ， 然 后 在 垂 线 上 以 坐标 y 的 绝对 值 为 
长 度 截取 一 截 段 PzP， 而 且 ， 如 果 y 盖 0， 则 从 点 Pz 向 上 取 ， 


TDT 源 于 17 世 纪 著 名 的 哲学 家 和 村 数学 家 及 . 笛 著 儿 (Rene Descartes), 
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КЕЧТЕН 


Ж у<0, ШААР. PRO., у= 0, ШАРУА Р, 
重合 。 


| 图 5 
在 以 上 构造 的 基础 上 ， 我 们 可 以 这 样 说 ， 一 个 点 的 坐标 
指出 了 从 坐标 原点 到 给 定点 的 一 条 路 径 : 知道 了 点 P 的 横 坐 
ERT, 我 们 可 以 找到 这 条 路 径 的 OP НӘ, ШАРЮЗЧЕЫ 


у 则 给 出 了 第 二 部 分 PrP. 

ЖЕ, РЕ, ”从 标 的 想法 并 非 只 是 数学 安 的 和 
$: 它 已 经 被 人 们 从 实践 中 借用 ， 而 且 坐 标 系 的 原始 形式 其 
至 被 那些 不 熟悉 数学 的 人 使 用 过 。 举 个 例子 ， 我 们 回忆 著名 
”的 19 世 纪 俄国 诗人 涅 克拉 索 夫 (N.Nekrasov) 的 一 首 诗 《 在 俄 

罗斯 谁 能 快乐 而 自由 ? 》 中 的 一 个 片段 : 

“ 顺 着 大 路 一 直下 去 ， 

数 到 第 三 十 棵 电线 杆 ， 

然后 转 进 树林 ， 

再 前 进 一 里 。 

那 时 你 们 就 会 到 达 
-一片 平坦 的 小 草坪 ， 
上 有 两 株 青 松 。 

Ф жун, мфу, АРИОН Е М АУ Ох 1 ЕМ 


И Жу 0, ШИТ. ЦЕ, ВОЛЕ НИЛ ОВ, ЖЕ А Н Ох Ahi ИГ: Egh 
(у J Or f 90 АО 5 WJ, Oy 轴 的 正 半 轴 在 Oy 轴 药 负 半 轴 的 上 方 ， 
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在 青松 下 面 ， 
埋藏 着 一 只 匣子 ， 
РЕ а.” D 
诗 中 的 “30” 和 “1” 即 是 小 草坪 的 坐标 (在 定 闵 一 个 物体 的 
毕 标 的 意义 上 一 一 见 引 言 ); 1 俄 里 取 为 长 度 的 单位 (图 >. 


公路 的 Е = —> 
нң юана сасы 


з 基本 问题 


通常 ， 一 个 复杂 问题 的 求解 常常 可 归结 为 一 些 简单 问题 
的 求解 ， 其 中 有 一 些 简单 问题 是 经 常 遇 到 的 ， 并 且 还 因 En 
极其 简单 而 著名 ， 称 这 些 简单 问题 为 基 本 问题 ,在 这 

由， 我 们 将 要 考 虚 两 个 大 本 的 几何 问题 ， 求 两 点 之 间 的 距离 


D 涅 克拉 索 夫 著 ， 楚 图 南 译 ( 据 Juliet M. Soskice 英文 译本 转译 )， 人 
R 文学 出 版 社 ，1959， 第 15 一 16 页 。 
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和 确定 一 个 给 定 了 顶点 的 三 角形 的 面积 。 因 为 在 解析 几何 中 
一 个 点 是 被 其 坐标 定义 的 ， 所 以 对 所 述 问题 的 求解 归结 为 寻 
找 一 些 公式 ， 由 它们 通过 给 定点 的 坐标 以 求 出 所 要 的 量 ， 
ІНІ RREA ZAHER. 
”在 平面 0xy 上 给 定 两 点 AC YDF B(xs,ys)。 从 这 两 点 
ОХАН Е АА. ВВ, ОУ ТЕ АА, ВВ, СЕТ. 
线段 AB 的 长 度 用 4 表示。 


y 


ЗАА 和 BB. 相 交 于 点 C 。 因 为 三 角形 4BC 是 直角 
三 角形 ， 我 们 有 


d= AB= Z АС? + CB, (1) 
考虑 到 | 
ОА: ЕХ,, OB, = Хә, 
_ ОАу= у ОВу= уз, 
АС = А,В; = ОВ, - ОА; = х, - х}, 
СВ = АуВу- ОВу- ОАу= у — У, 
H) El: 


| d= va EDE IDe o 0) 
可 以 证 明 ， 公 式 (2) 对 于 处 在 任何 位 置 的 点 4 和 8 都 是 适用 
的 。 1 

9880 根据 三 角形 的 顶点 的 坐标 确定 其 面积 ， 
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м ACi У), В(хз,0), С(хз, ys) 是 二 角形 的 三 个 顶点 。 
我 们 从 这 三 个 点 向 Ox 轴 引 垂 线 44 СС.ЖВВ, В 8). 
И, =Җ АВС 的 面积 S 可 以 用 梯形 АА, В.В, АА, С.С, 
СС. В.В 的 面积 来 表示 : 


5 = УАА,С,С + бес BBT Saa в, в. Ф 


因为 | | 
АА, = У, ВВ, =Y, СС, = Уз, 


АВ, =х.-х, АС. =х.-х,, 


Li = x; ~ Ху, 
于 是 有 
1 
Saa C c= 2 (У! + У320(х;- x), 
1 А 
сс, в, в 一 о (92 + Ya)( Xo — Xs), 
1 
$ SAA, вв = 5 (VY1+Y2) (Xa — xX). 
所 以 


l... 7 | | 
S= g (Лл + Уз) (хз Х|) + (у +) (Xa — Xa) 
— (4, + У22(х.-х,) J, 
经 过 简化 ， 我 们 得 到 
] 
$ = ә 510) - 03) +X Y3 = 01) %х;(у,-у21. 


| (3) 
我 们 要 指出 ， 公 式 (3? 对 于 BS fE TE fJ E 00 = fay ks 


D балд, С, С, ССВ, ВМ SAA B, B 分别 表示 梯形 АА1С1С,СС,В,В 
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适用 ， 并 且 对 符号 @ 也 是 正确 的 。 不 过 从 上 面 所 述 的 推导 中 
它们 不 是 显而易见 的 。 


54 几何 图 形 的 方程 


我 们 在 一 个 平面 内 标记 出 有 限 个 点 或 无 限 个 点 ， 这 些 被 
标记 的 点 形成 了 一 个 平面 几何 图 形 。 如 果 我 们 可 以 给 出 这 些 
在 平面 内 被 标记 的 点 ， 则 这 个 图 形 就 被 定义 了 。 

这 些 被 指明 的 点 可 以 用 铅笔 或 者 墨水 笔 标记 出 来 ,例如 ， 
当 我 们 用 一 个 圆规 描绘 一 个 圆 或 者 用 一 把 尺子 画 一 条 直线 @ 
就 是 这 样 做 的 。 用 轨迹 的 观点 可 以 确认 哪些 点 被 标记 了 ， 例 
如 ， 当 我 们 在 平面 上 用 一 些 点 的 轨迹 来 定义 一 个 圆 的 同时 ， 
就 说 这 些 点 到 一 给 定点 的 距离 等 于 定 长 。 为 了 上 述 目的 ， 我 
们 采用 解析 几何 中 创造 性 的 方法 ， 即 下 面 所 述 。 

我 们 在 平面 内 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 中 作 Ox 和 0y 轴 。 给 
定 一 个 包含 量 * у @ 或 者 两 者 之 一 的 方程 ， 而 且 仅 仅 挑选 
那些 x 坐标 和 y 坐标 满足 给 定 方程 的 点 。 这 些 被 挑选 出 来 的 
点 构成 了 某 一 个 图 形 ， 这 个 给 定 的 方程 称 之 为 这 个 图 形 的 方 
程 ， - 

所 以 ， 解 析 几 何 中 的 一 个 方程 实际 起 一 筛选 的 作用 ， 去 

D 用 公式 (3) 计 算出 的 值 可 能 ШЛИ, НИЕМ ЖИ РЕЛЕ 
。 一 一 原作 者 著 


通常 规定 ， 在 以 上 确定 的 下 Ви, М А,В,С 按 六 时 针 方 向 排列 
三 角形 面积 为 正 ， 反 之 为 负 。 公 式 (3)? 的 符号 与 此 规定 是 一 致 的 ， RE 


2 严格 涪 来 ， 我 们 标记 的 不 是 这 些 点 ， 而 是 纸 上 这 样 的 部 分 ， 在 其 上 我 们 
兴趣 的 那些 点 可 被 看 作 动 点 。 

3 用 代数 学 采用 的 术语 ， 这 样 的 方 既 称 为 含 看 两 个 未 知 基 的 方程 (W HE H 
含有 起 或 y 中 的 一 个 ， 则 称 为 含有 一 个 未 知 骨 的 方程 )， 


积 
时 
注 
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除 不 需要 的 点 而 保留 构成 我 们 感 兴趣 的 图 形 上 的 点 ， 
注意 ， 在 一 个 图 形 的 方程 中 ， 量 x 和 4? 称 为 变量 。 因 为 
一 般 地 说 ， 当 我 们 将 图 形 中 的 一 点 移 至 另 一 点 时 它们 是 变化 
的 (当然 ， 如 果 图 形 所 包含 的 点 不 少 于 两 个 点 )。 除 了 变量 > 
和 y， 方 程 还 可 以 包含 常量 ， 它 们 中 的 一 些 或 者 全 部 皆 可 以 
用 字母 表示 ， | 
含有 变量 x 和 y 的 方程 我 们 用 下 列 一 般 形式 写 出 : 
| ОС Кх,уУ50, = (4) 
ХЕ, 表示 一 个 包括 变量 x 和 y 或 者 二 者 之 一 的 数学 
根据 前 面 所 说 的 ， 我 们 认为 方程 (4) 将 某 一 图 形 定义 为 
一 组 点 ， 其 笛 卡 儿 直 角 坐 标 满足 这 个 方程 ， | 
从 解析 几何 的 这 个 基本 观点 出 发 ， 不 难得 到 如 下 结论 : 
如 果 一 个 给 定点 尸 的 坐标 满足 方程 (4)， 则 点 P 属于 用 方程 
(4) 定 义 的 图 形 F ， 否 则 点 P 不 属于 图 形 FF， 
我 们 来 考虑 几 个 简单 的 例子 。 Ó 
例 1 方程 
y-x=0 
”或 者 ， 换 名 话说 
| у= x (5) 
定义 了 一 条 直线 ， 它 是 由 两 坐标 轴 的 正 部 分 所 构成 的 角 的 等 
分 线 ( 图 9 )， | | 
实际 上 ， 在 这 条 直线 上 的 点 P(x,y) 与 坐标 轴 是 等 距离 
的 。 如 果 直 线 在 第 一 象限 ， 则 点 已 到 Ox 轴 和 Oy 轴 的 距离 分 
D iE ауе”, НТ Fp: Ғ(т,у),Ф(:,У) 等 可 以 用 来 
{© Ж}. ФЕН ЕЛ З- fj: 7-1,1 +1 4,z Sin g, 


I + # 
т 99 
£- y? + 
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别 等 于 y 和 x ; 如 果 直 线 在 第 三 象限 ， 则 点 P 到 Ox 轴 和 Оу 
轴 的 距离 分 别 等 于 -y 和 -x。 在 两 种 情况 中 ， 点 尸 的 坐标 都 
满足 方程 (5)。 另 一 方面 ， 一 个 不 位 于 所 述 直 线 上 的 点 ， 其 
坐标 互 不 相等 ， 

用 相似 的 方法 ， БЕРІ 

| y= 一 X 

定义 了 一 条 直线 ， 它 是 由 两 坐标 畏 的 正 部 分 构成 的 角 的 邻 角 
的 等 分 线 (图 10)， 


Я2 方程 


у= 0 (6) 
定义 了 一 条 平行 于 Ох 轴 的 直线 。 如 果 5 二 0， 这 条 直线 位 于 
Ох 轴 的 上 方 ， 各 果 60， 这 条 直线 位 于 Ох 轴 的 下 方 ， 如 果 
b =.0， 这 条 直线 与 Ox 轴 重 合 
HE JRO 没有 包含 变量 x ， 这 意味 着 它 没有 对 
值 加 以 任何 限制 ， 即 x 值 可 以 是 任意 的 。 | 
现在 我 们 仔细 考虑 2= 0 的 情况 ， 也 就 是 说 考虑 方程 
у= 0, | (7) 
这 个 方程 表明 在 平面 内 的 所 有 点 中 ， 我 们 必须 选 出 并 且 
只 能 选 出 这 样 一 些 点 ， 其 与 Ox 轴 的 距离 等 于 零 ， 或 者 说 这 
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Ek N Pt Ох Е. 因此， 方程 〈7) 定义 了 0x fh. 
Я; 方程 | | x 
| ` | X = а 
定义 了 一 条 平行 于 0y 轴 的 直线 。 如 果 4 = 0， 这 条 直线 与 Oy 
轴 重 合 。。 
A4 RAMa, b) 是 一 半径 为 7 的 圆 的 圆心 (图 11)， 
我 们 在 此 圆周 上 任 到 一 点 P(x,y)。 由 于 线段 MP 的 长 ЖЖ 


于 + ， 我 们 由 公式 (2) 得 到 

rovia iiy b., 
于 是 | 
| (х- а) + (u — b)° = r°, (8) 
因而 方程 (8) ЕРЕМИН, КИО: Ca, 
bp)。 特 别 地 ， 如 果 圆 心 与 坐标 原点 相 重合 ， 则 a=5=0， 并 
且 方 程 (8〉 改 为 下 列 形式 
| УТ. 


举例 来 说 ， 我 们 考虑 方程 


x + =25, (9) 
也 可 以 将 其 改写 为 下 列 形式 | | 
у= %У25-х?, (10) 
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现在 我 们 来 求 出 少量 的 点 ， 使 得 这 些 点 的 坐标 满足 方程 
(10), 并 将 它们 画 出 来 。 首 先 ， 我 们 列 出 一 个 表 ， 在 表 的 左 
栏 填写 被 任意 给 出 的 x 值 ; 然后， 在 右 栏 填写 根据 公式 (10) 
计算 出 的 相应 的 y ІН. | 


表 给 出 了 属于 用 方程 (9) 定义 的 圆 的 点 的 坐标 。 这 些 点 
在 图 12 中 被 绘制 出 来 ， 如 果 我 们 给 定 变量 x 的 值 不 仅 为 整数 
值 ， 而 且 还 有 分 数值 ， 例 如 +0.1; +0.2 等 ， 则 我 们 可 以 获 
得 更 多 的 在 给 定 圆 周 上 的 点 。 


М” 
ЫТТЫ. 


I ATT] 
ТГ: 
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我 们 看 到 ， 在 平面 内 任意 一 点 的 坐标 都 是 实数 。 所 以 在 
所 给 的 例子 中 ， 如 果 z< - 5 或 x 盖 +5， 则 不 可 能 求 出 y В 
为 此 时 y 将 是 虚 值 。 


$5 直线 的 方程 


我 们 考虑 一 个 含有 变量 x 和 变量 y ， 或 者 含有 二 者 之 一 

的 一 次 方程 。 显 然 ， 这 样 的 方程 可 以 表示 为 下 面 的 形式 
Ax+By+C=0, ` (11) 
这 里 A,B 和 C 皆 为 常数 ,而 且 量 A4 和 8B 中 至 少 有 一 个 不 等 于 

F. ЛИ А50. | | 
现在 我 们 来 证 明 方程 (11) 表示 一 条 直线 。 作 为 证 明 的 
基础 ， 我 们 引用 一 个 显而易见 的 事实 ， 当 且 仅 当 三 角形 的 所 

有 项 点 皆 位 于 同一 条 直线 上 时 ， 此 三 角形 的 面积 等 于 零 。 
设 变量 y 有 两 个 不 同 的 值 y, 和 y,，， 并 且 由 方程 (11) 求 出 
变量 x 的 相应 的 值 x, 和 x;。 因 为 方程 (11) 中 x 的 系数 不 等 于 
零 ， 因 而 xi 和 xs? 是 可 以 求 出 的 。 故 点 ГУД Mx...) 
是 属于 图 形 (11)® H., XAA угу, НИ LUMER 同 
的 点 ， 我 们 来 考虑 另 一 任意 点 和 N(x;,y;)。 相 继 地 把 1, М, N 
(АЖ: 4x+ By+C 中 并 且 计 算出 它们 的 值 ， 我 们 得 到 下 


列 三 个 等 式 : | | 
| Ах, + Ву, +.С =0, 


Ах, + Ву, + C = 0, 
Ах. + By, +C =a, 
前 两 个 等 式 的 右边 等 于 零 ， 因 为 点 工 和 M 的 坐标 满足 方程 


ОФ 为 简单 起 见 ， 我 们 经 常 以 “图 形 f(z,y)=0” 或 者 简单 的 用 定义 给 定 图 
形 的 方程 序号 来 代替 “由 方程 也 zy)=0 定 义 的 图 ”。 
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—r == “ә. `a —  - -ww.  — — = m — 


(11)。 如 果 点 入 属于 图 形 (11)， 则 a 为 零 ， 否 则 a RAF. 

我 们 用 vr- ЖЖ ЛА, М-Ж. 4" 
等 式 的 两 边 ， 用 у 几 乘 第 三 个 等 式 的 两 边 ， 然 后 把 得 到 的 
等 式 相 加 。 我 们 就 得 到 了 下 面 的 关系 式 - 

24 + S + ВСУ, — лағы — YY + YY ƏУ) 

| + С(у,-%з+ уз yty 5) = абу 0), _ 
其 中 4 的 系数 为 25，S 见 公 式 (3)， 它 是 三 角形 LM N 的 面 
积 。 上 式 经 简化 ， 得 到 | 
| дА» 5 =а(у – уз) (12) 
其 中 ， 如 上 面 已 ШЕНІ), А50, у - 250. 如 果 点 六 属于 
图 形 (11)， 那 么 a。= 0， 这 时 我 们 从 方程 (12) 得 出 S 也 等 于 
ж, Bm N LM 上 。 现 在 我 们 假设 六 是 直线 LM 上 
任意 的 一 个 点 ， 则 S=0。 这 时 由 方程 《12) Ж, а 也 必 等 于 
零 ， 从 而 ， 点 NN 属于 图 形 (11)， 

所 以 ， 图 形 C11) 上 的 每 一 个 点 蕴 位 于 直线 LM 上 ,同时 ， 
位 于 直线 LM 上 的 每 一 个 点 也 属于 图 形 (11)。 因 而 方程 (1 
定义 了 一 条 直线 。 证 毕 。 

相反 地 ， 现 在 我 们 来 证 明 ， 任 何 一 条 直线 的 方程 可 以 与 
成 式 (11) 的 形式 。 设 点 P(x1,y1) Я Ос 位 于 一 条 给 定 
的 直线 上 . 方程 = 

(х= х1) (09-01) — (7 — У,)(Х,—х,)=0 - (13) 
是 一 次 的 ， 因 而 它 定 义 了 一 条 直线 。 又 因为 点 已 和 @ 的 坐标 
满足 方程 (13)， 所 以 这 条 直线 是 РО. 

由 上 可 知 ,作出 一 个 由 一 次 方程 所 定义 的 图 形 是 不 难 的 . 
如 同上 面 所 述 ， 因 为 这 个 图 形 是 一 条 直线 ， 因 而 只 要 求 得 这 = 
条 直线 上 的 两 个 点 ， 将 这 两 个 点 画 出 ， 过 这 两 点 所 夯 的 直线 | 
即 是 所 定义 的 图 形 。 
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例如 ， 考 虑 方程 | 
О Х+УЕбБ, i (14) 
不 难看 出 ， 点 Р(5, ря ооо, 5) ATER (14). ЕЖЕ 
图 13 中 . 


我 们 绸 考虑 一 个 例子 。 
设 已 知 方程 | 
у= 3, | (15) 

我 们 给 变量 x 以 两 个 任意 的 值 ， 例 如 ，x = -1 和 x= 2, 
ТЕЗХ РА hhi rh ipay = 3. МИ, АРС-1,3041 0(9,32%6 
位 于 直线 (15) 上 。 这 条 直线 是 平行 了 于 Ох 轴 的 直线 ， 这 一 所 
是 可 以 事先 看 出 的 ， 因 为 方程 (15) 是 方程 y=6 〈 见 第 四 节 中 
例 2 ) 的 特殊 情况 、 Е 


56 ”作为 求解 几何 问题 的 
万 法 之 一 的 坐标 法 


作为 坐标 法 应 用 的 实例 ， 我 们 将 考虑 三 个 问题 的 求解 。 
它们 中 的 每 一 个 问题 我 们 都 需要 画 一 个 圆 ， 从 解析 几何 的 观 
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ИТ, 这 等 价 于 写 出 所 求 圆 的 方程 或 者 确定 此 圆 的 半径 和 二 
圆心 的 坐标 。 

对 每 一 个 问题 我 们 将 给 出 两 个 解法 ， 第 一 个 解法 采用 举 
标 法， 第 二 个 解法 采用 初等 几何 的 方法 。 第 一 种 解 题 方法 的 
特征 是 ， 解 题 过 程 遵 循 一 个 共同 的 布 署 并 且 在 想法 上 是 相似 
的 。 而 第 二 种 解 题 方法 极 少 有 共同 点 并 且 是 建立 在 应 用 不 同 
定理 的 基础 上 的 。 这 个 事实 是 相当 重要 的 ， 它 表明 应 用 坐标 
法 使 得 寻求 解 题 方法 变 得 简单 多 了 ， 尽 管 这 只 体现 于 这 样 几 
个 特殊 的 例子 中 ， 

问题 1 通过 点 A(1,1),B8(4,0),C(5,1〉 画 一 圆 ， 

解法 一 ”所 求 圆 的 方程 形式 为 

(х-а)? + (у – В)? =r? | (16) 
见 公式 (8) )。 

因为 点 А,В,С 在 所 求 的 圆周 上 ， 因 此 它们 的 ВХ 
方程 (16)。 分 别 将 这 些 已 知 点 的 坐标 代入 方程 (16)， 我 们 得 
到 下 列 方程 

| (1- а + (1-2 = 72, 
(4-а)? + b° = r°, 
(5- a)? + (1- b)2= ғ?, 
由 此 我 们 得 到 а=3, 6=2, r= 5, MADE 
(х-3)2 + (у-2)2=5 
即 为 我 们 所 求 的 圆 。 

解法 二 B АВ 和 BC №8. 它们 的 交点 即 
>) Pr А НУ Со. 

问题 2 ”通过 点 4(4,1) 和 BC11,8) 画 一 个 相 切 于 Ох 


m r 


D 关于 一 个 线段 的 中 三 线 就 是 通过 其 中 点 并 且 垂直 于 该 线段 的 直线 。 


НӘ. О | 
解法 一 显然， 所 求 的 圆 位 于 Ox УЕЛ, ЖН 由 于 
它 相 切 于 Ох 轴 ， 因 此 圆心 的 纵 坐 标 等 Е, BI b= r, 
于 是 ， 所 求 圆 的 方程 有 下 列 形式 
| | (x-a) +(y-r) =r" 
或 者 
(х а)? + у 一 27 = 0, 

将 点 A 和 8B 的 坐标 分 别 代 入 上 述 方程 ， 我 们 得 到 方程 组 

(e с, 

(11 -а)*+64- 167 = 0. 
由 此 得 到 а=, а= - 1, Г, =5, р. =г. = 13. 所 以 ,有 
两 个 圆满 足 此 问题 的 条 件 (图 14): 

| (x-7) + (g— 5) = 25 


和 
(x +1)? + (у- 13)" = 169. 


图 14 


解法 二 ”我 们 画 一 条 直线 AB. HC 表示 这 条 直线 与 Ox 
轴 的 交点 。 在 C 点 的 两 边沿 着 Ох 轴 分 别 截取 相等 的 线段 CD 
和 CE， 它们 的 长 度 等 于 线段 CA Ж СВ 的 几何 平 均值 (图 
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11). | | 
通过 点 A,B,D 的 圆满 足 此 问题 的 条 件 。 实 际 上 ， 线 段 
CD 是 这 个 圆 的 切线 , 因为 它 是 割 线 СВ 和 圆 外 部 分 САВОЛ, 
何平 均值 。 相 似 地 ， 我 们 可 以 确 保 通过 点 4,B ЖЕ 的 圆 也 
满足 方程 的 条 件 。 | 

问题 5 ”通过 点 4(2,1) 夯 一 圆 相 切 于 两 个 坐标 轴 ， 

解法 一 “显然 ， 所 求 的 圆 位 于 第 一 象限 ， 而 且 由 于 它 与 
Ох 和 Оу 轴 相 切 ， 圆 心 的 坐标 等 于 它 的 半径 ， 即 ac=2 = r。 
所 以 ， 所 求 圆 的 方程 的 形式 为 | 

(х= г) +(y-r)' = r° 

将 点 4 的 坐标 代入 方程 ， 得 到 
(2 一 r)2+(] 一 六 )2 =, 


或 者 ， 经 过 简化 得 Е 
. г — 67+5=0. 


所 以 ，r1=1，7s= 5。 于 是 ， 我 们 得 到 两 个 满足 条 件 的 圆 ( 图 
15); Е 


(х-1)2+ (0-1)? = 1 ` 
和 | | 


(х-504%(у-5)4- 25, 
解法 二 ”我 们 用 相似 法 解决 这 个 问题 。 画 一 条 直线 04， 
并 且 在 第 一 象限 任意 画 一 圆 ， 使 其 与 Ох 轴 和 0y 轴 相 切 (在 
图 15 中 用 虚线 表示 ) 。 因 而 它 的 圆心 S 在 第 一 象限 角 的 平分 
线 上 。 
© RAZ OA 与 加 相交 于 点 M 和 和 N。 我 们 画 直 线 SM 和 
SN， 并 且 通 过 点 A 分 别 画 平行 于 SAM 和 SN 的 两 条 直线 ， 
”它们 分 别 与 角 平 分 线 OS 相交 于 点 P 和 Q@， 即 ， AP / SM, 
AQ SN。 点 P 和 0 即 为 我 们 所 求 圆 的 圆心 。 这 种 作 图 的 正 
确 性 是 根据 相似 定理 而 得 到 的 。 2 О 
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$7 坐标 法 的 一 些 应 用 


Т. 求 两 个 图 形 的 公共 点 
现在 我 们 来 指出 如 何 求 图 形 玉 和 @ 的 公共 点 ， 描 述 它们 


的 方程 为 
| f(x,y) = 0, (17) 


(х,у) = 0, (18) 
设 点 Рори) 是 所 求 点 之 一 。 因 为 它 属 于 两 个 已 知 图 形 ， 
”因此 它 的 坐标 同时 满足 方程 (17) 和 (18)， 相反 地 ， 如 果 我 们 
能 找到 变量 x ЯП у ХИ ху, CHAH 满足 方程 
(17) 和 (18)， 那 么 坐标 为 Xx. 和 yy 的 点 就 是 图 形 下 和 的 公 
共 点 。 显 然 ， 这 些 值 是 通过 解 方程 组 (172 和 (18) 而 确定 的 。 
因此 ， 求 两 个 图 形 的 公共 点 的 几何 方法 ， 归 结 为 解 含 有 

两 个 未 知 量 的 两 个 方程 的 方程 组 的 代数 方法 。 
因而 ， 为 了 求 出 两 个 图 形 的 公共 点 ， 必 须 将 它们 的 方程 
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mmi р э ч . А 
. ж.а... nm- -ь. ыы Qm. __ ыы. ғ -. = 


”联合 求解 ， 每 一 组 解 给 出 了 这 些 图 形 的 一 个 公共 点 的 坐标 . 
例如 ， 联 合 求解 方程 


x? + у? = 25 (19) 
和 | 
xX— 2y+5=0, (20) 
我 们 求 出 了 直线 (20) 与 圆 (19) 的 交点 的 坐标 。 
由 方程 (20) 我 们 得 到 
х=2у-5. 


由 此 式 和 方程 (19)， 我 们 有 
(2y - 5) + 2 = 25, 
经 过 简化 ， 我 们 得 到 
у? — 4; = 0, | 
由 此 解 出 = 0，y, = 4。 接 着 我 们 又 解 出 x, = —5, х,-3. 
因而 ， 给 定 的 贺 和 直线 相交 于 后 PC 一 5,0) 和 QC3,4)( 见 图 
12)。 不 难 验 算 点 PP 和 0 的 坐标 满足 方程 (19) 以 及 方程 (20). 


2. 将 坐标 法 应 用 于 方程 的 图 解法 


我 们 可 以 通过 联合 解 两 个 图 形 的 方程 来 求 出 它们 的 公共 
点 的 坐标 。 相 反 地 ， 我 们 能 够 由 两 个 含 未 知 量 x 和 vy 的 方程 
定义 的 图 形 ， 用 求 出 它们 的 公共 点 坐标 的 方式 来 求 出 这 两 个 
方程 的 根 。 这 些 考 虑 形成 了 各 种 实用 的 简便 的 图 解法 的 基 
RH. | | | 

解 方程 的 图 解法 常常 给 出 根 的 近似 值 ， 其 精确 度 不 高 ， 
”但 是 在 大 多 数 实际 应 用 上 是 足够 的 ， 
现在 我 们 来 考虑 两 个 例子 。 
例 1 为 了 解 一 个 一 次 方程 组 

Ax+By+C=0 
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ЕА 2 OEE Ге a O o T O НАРНИИ 


Ax+Bu+C = 0, 
我 们 画 出 由 这 些 方程 定义 的 直线 ， 然 后 通过 直接 测量 求 出 它 
们 的 公共 点 的 坐标 ， 当 然 需要 考虑 坐标 的 符号 ， 
例 2 为 了 用 图 解法 解 三 次 方程 


х3+рх+49=0, 0 (21) 
我 们 在 坐标 纸 上 精 确 地 画 出 曲线 
у=х*, (22) 
称 此 曲线 为 立方 殷 物 线 。 然 后 ， 我 们 先 在 直线 
у= -рх-д4 (23) 


土 到 两 个 点 ， 再 画 出 这 条 直线 。 

这 两 条 曲线 上 的 公 \ 共 点 的 横 坐标 将 是 方程 (21) 的 根 。 现 
E., MEn 表示 曲线 (22) 和 (23) 的 公共 点 的 坐标 ， 那 么 ， 由 

П=$% 和 П=-2ё-9 
可 得 出 

| = -př-4 或 者 C+ pi q= 0. 
因此 2 是 | 

”上述 方 法 仅仅 可 以 确定 (21) 类 型 的 三 次 方程 的 实 根 ， 

求解 的 大 部 分 劳动 是 耗费 在 为 作出 立 方 抛物 线 y=x: 的 
图 形 上 。 但 是 这 个 图 形 可 以 被 使 用 好 几 次 ， 因 为 几 条 由 (23) 
类 型 的 方程 定义 的 直线 都 可 以 画 在 此 图 形 上 ， 因 此 一 个 图 形 
可 以 求解 一 些 (21) 类 型 的 方程 。 而 且 ， 一 旦 我 们 有 了 直线 方 
程 (23)， 没 有 必要 去 画 出 它 ， 只 要 求 出 位 于 其 上 的 两 个 点 的 
坐标 就 足够 了 。 然后 在 图 上 标 出 这 两 个 点 ， 和 将 直 尺 的 边缘 与 
这 些 点 重合 ， 找 出 直 尺 边缘 与 曲线 (22) 相 交 的 点 的 横 坐 标 即 
H. | 
图 16 给 出 了 下 列 方 各 

х-х+0.2= 0) | | ‚ (24) 
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| x3+ ox—4=0 ` (25) 
的 图 解法 ， x 


图 16 
这 里 ,根据 上 面 的 叙述 , 画 出 立方 抛物 线 ! = xs 和 直线 y = 
х-0.2 у= -2х+4, 从 图 中 我 们 求 出 了 方程 (24) 的 根 的 
近似 值 ， -1.07, + 0.2, + 0.9 和 方程 (25) 的 实 根 的 近似 值 
+1.2。 因 为 立方 抛物 线 (22) 与 直线 y= -2x+4 仅 有 一 个 公 
共 点 ， 所 以 方程 (25) 也 仅 有 一 个 实 根 ， 


3. 一 些 用 方程 描述 图 形 的 实例 分 析 


一 般 地 说 ， 对 用 方程 描述 的 图 形 进 行 研究 是 一 个 复杂 的 
问题 ， 它 要 求 应 用 较 高 级 的 数学 方法 。 然 而 ， 在 某 些 情 况 
下 ， 这 个 问题 可 以 有 简单 的 解决 办 法 。 例 如， 如 果 一 个 图 形 _ 
由 一 个 一 次 方程 定义 ， 那 么 ， 我 们 知道 ; 它 代表 一 条 直线 ， 
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在 下 面 给 出 的 例子 中 ， 我 们 来 推导 抛物 线 的 方程 ， 并 且 研 究 
它 的 一 些 性 质 ， 

抛物 线 是 这 样 的 一 条 曲线 ， 此 曲线 上 的 点 与 一 给 定点 
(焦点 ) 及 一 给 定 直线 ( 准 线 ) 是 等 距离 的 . 

设 抛物 线 的 焦点 FF 的 坐标 为 X=0,-y=a(a 放 0), ЕН 
准 线 | 的 方程 为 y= -a( 图 17)。 如 果 点 P(x,y) 是 这 条 抛物 
线 上 的 任意 一 点 ，@C 是 由 三 到 І ВУЗЕ, JZ, 

FP = QP. u (26) 


. 图 17 
显然 ，QP = y+a。 利 用 公式 (2)， 我 们 求 出 
= x? + (у-а)?, 


所 以 ， 方 程 (26) 可 以 改写 为 
мх + (у -а)? =у+а, 


由 此 ， 我 们 得 到 — 
x? + у#— 2ау+а? = у’ +2ауча", 


简化 后 | 
х? = Дау, (27) 


现在 我 们 来 考 虚 抛物 线 (27) 的 一 些 性 质 . 由 方程 (27) 我 们 看 
%|; ШЕх-0, у= 0; WẸ х0, H| y> 0; 由 此 ， 我 们 
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aa 


往 出 结论 ， 抛物 线 (27) 通 过 坐标 原点 ， 并 且 它 的 其 他 所 有 的 
点 都 在 Ох 轴 的 上 方 。 

抛物 线 (27) 是 关于 Оу 轴 对 称 的 。 实 际 上 ,如 果 点 AG, 
УЕ ЕН Е, Ж. 


2 _ 
xi = 441}, 


因此 ， 
( — x, ) = 4av,, 


”因而 ， 与 点 4 关于 Oy 轴 对 称 的 点 B(- x, y) ЮЛЕ Жарир 
1k E. Мааа Ае. 


ИЕ 
у=Кх+т, (28) 


这 和 是 一 个 一 次 方程 ， 所 以 它 表 示 一 条 直线 。 现 在 我 们 来 求 抛 
物 线 (27) 和 直线 (28) 的 交点 的 横 坐 标 。 即 我 们 由 方程 (27) 和 | 
(28) 中 消去 y， 由 所 得 的 方程 即 可 求 出 x , 

HR kx +m 代替 方程 (27) 中 的 yy， 我 们 得 到 


х°=4а(Кх+т) 


— 4akx – 4ат- Q, = (29) 


x = 2ka + 2v К?а? + am, | (30) 
方程 (29) 的 根 可 能 是 两 者 皆 为 实 的 且 不 相等 ， 或 者 是 虚 的 ， 
或 者 千 为 实 的 且 相 等 。 在 第 一 种 情况 我 们 得 到 两 个 交点 第 
二 种 情况 没有 交点 ; 最 有 趣 的 是 第 三 种 情况 ， 两 个 交点 重合 
НИЖЕ СТ — 条 切线 。 在 这 种 情况 ， 


k2a2 + am = 0, 

因而 . 
m= —kša, 
并 且 切 线 的 方程 取 下 列 形式 2 
y=kx-ka, о (31) 
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切 点 M 的 坐标 由 方程 (30) 和 (27) 或 者 (31) 求 出 ， 即 ， 
х= 2ка, у= К?а, 

我 们 将 简 述 关于 抛物 线 切线 的 一 个 简单 作 图 法 。 用 NN 表 
示 由 切 点 M 到 Оу 轴 的 垂 足 (图 18)。 标 出 点 N 关 于 坐标 原点 
0 对 称 的 点 Ni， 并 且 画 一 条 直线 MN:. 点 Ni 在 直线 (31) 
上 ， 因 为 它 的 坐标 为 x= 0，y = - Faa， 满 足 方程 (31)。 所 以 
直线 (31) 和 MN 有 两 个 公共 点 ， 即 M 和 Ni。 因 此 直线 MAN 
Же ВТ НУ Ы) 28. ( 


“上述 方法 对 于 过 原点 O 面 一 切线 是 不 适用 的 。 现 在 我 们 

来 证 明 ох 轴 是 抛物 线 在 原点 O 处 的 功 线 。 联 立地 解 方程 
х?= 40у 和 у=0, Ес 
Вх, = xs = 0， 因 此 ， 抛 物 线 (27) 和 Ox 轴 的 两 个 交点 重合 
于 点 O。 | 
同样 地 ， 我 们 来 考虑 绘制 抛物 线 的 法 线 ， 也 即 通 过 切 点 

垂直 于 切线 的 线 。 设 N. ХЕ ММ, 与 0y 轴 的 交点 .( 图 
18) 。 由 直角 三 角形 MN N. 我 们 有 : 
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-= ж йз. . a, .-- ,.оғшатағша.-. йе m сы» г ала аһ. ины — 


ММ, ° ММ», = ММ”, 
由 于 


所 以 


MN =2ka, ММ, = 2k°'a, 


ММ: = 24. | 
由 此 即 可 画 出 点 N2， 从 而 我 们 画 出 直线 MN，,， 它 即 为 要 给 
制 的 法 线 ， | | | 
现在 我 们 来 画 平行 于 Оу 轴 的 另 一 条 直线 ММ’ (19). 


因为 由 M 到 的 距离 等 于 а +a, MF 也 等 于 lza+a 另 一 
方面 有 | 
N ЕР = М0 + ОЕ =k%a+a, 


所 以 
МЕ = N F, | 


即 三 角形 РММ, 是 等 腰 三 角形 。 因 此 ( 见 图 19 上 的 记号 ) ， 
са = Су, 
因为 Оу 轴 与 直线 MAM 十 平行 的 ， 所 以 
ду = В. 
”因而 
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| а=. В, (32) 
Ш, АЕ Ri АМЕ НЕТО. Hi 
方程 (32) 可 看 出 ， 这 个 叫 镜 具有 以 下 特征 ， 它 使 平行 于 其 轴 
的 光线 照射 在 其 表面 上 时 ， 反 射 后 会 聚 于 焦点 ， 反 之 如 果 光 
” 源 位 于 焦点 ， 则 由 光源 散射 的 光 在 镜 表 面 将 被 反射 成 为 平行 
于 镜 轴 的 光线 。 因 而 ， 由 此 得 出 ， 望 远 镜 和 探照灯 的 镜 反 射 
面 应 该 具有 旋转 抛物 面 的 形状 . 


$8 极 F 


在 解析 几何 中 ， 我 们 不 仅仅 采用 笛 卡 儿 直 角 坐 标 ， 而 且 
还 采用 其 他 的 坐标 系 。 其 中 应 用 最 广泛 的 是 极 坐 标 系 ， 这 是 
由 于 它 极其 简单 且 不 同 于 其 它 形式 的 坐标 系 。 在 本 节 中 我 们 
将 研究 这 种 坐标 系 。 | | 

在 选择 一 个 坐标 系 时 ， 必 须要 考虑 到 被 研究 的 图 形 和 需 
要 求解 的 问题 的 性 质 ， 因 为 解法 的 成 功 与 否 在 相当 程度 上 取 
决 于 解 题 的 方法 与 问题 的 数据 之 间 的 联系 。 特别， 对 于 许多 
的 问题 ， 是 通过 使 用 极 坐标 得 到 了 简单 的 解法 。 

让 我 们 来 回 亿 一 下 一 个 点 的 极 坐 标的 定义 。 

在 平面 上 取 点 0( 极 点 ) 和 通过 给 定点 O 作 半 轴 Ox ОЖ 
. 轴 )。 在 给 定 的 平面 上 我 们 取 任 意 点 已 ， 然 后 画 线 段 OP, 并 
将 p 表示 此 线段 的 长 度 ， 令 xOP =ç (图 20)。 量 2 和 ? 称 
之 为 点 尸 的 极 坐标 ，p 称 为 这 个 点 的 极 半 径 ，9 是 它 的 极 角 
不 仅仅 角 %， 而 且 角 ?+2kx (k 为 任意 整数 ) 也 可 以 认为 是 
APHRA. | 

O ЕЕЕ HE fE 5 fB Bj r RMI, 
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在 所 考虑 的 平面 中 ， 我 们 以 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 Б Ох 
的 正 部 分 取 为 极 轴 ， 以 坐标 原点 取 为 极点 0O， 并 且 作 PPz I | 
Ох (图 21)。 如 果 点 位 于 第 一 象限 ,我 们 由 直角 三 角形 


OPP , 得 到 | | 
х= рсоѕр, y=p sing, (33) 


其 中 x 和 :是 点 已 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 。 很 容易 看 到 ， 当 已 点 
是 平面 Оху 上 的 任意 一 点 时 公式 (33) 也 是 正确 的 . 
由 直角 三 角形 OPP, 我 们 还 可 得 到 


| р= мх? + у? , їапф=у/х, (34) 
公式 (33) 和 (34) 表 明了 一 个 点 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 与 极 坐标 之 
间 的 关系 。 
我 们 假定 方程 
К%,03-0 


描述 了 一 个 点 集 的 确定 的 图 形 ， 此 Же 满足 此 方 
Рк Ч). 


例如 ， 方程 | | 
p= аф, (35) 


其 中 a 是 一 个 正 的 常数 ， 此 方程 定义 了 一 条 无 限 长 的 曲线 ， 
称 为 阿 基 米 德 螺 线 (图 22)。 

我 们 由 点 O 作 半 轴 ОГ, ЭРШИ А1, А, Аҙ" 分 别 表 示 半 
轴 OL 与 阿 基 米 德 螺 线 的 交点 。 如 果 | | 
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| ихо = 0< 9л, 
那么 | 


图 22 
ОА, = ад, 
ОА, = a(0 +27), 
ОАз-а(0--4л), 


由 此 | 
A,A. = А.А. = *** = дла, 


яй, ñina EMEA ZER 19 55 ЯН ОГ 
的 方向 无 关 的 常 | 


о 2 82, TAR 
(33)， 我 们 可 以 得 到 用 极 坐标 描述 同一 图 形 的 方程 ;其 逆 变 
换 可 以 由 公式 (34) 得 到 . | 


例如 ， 将 阿 基 米 德 螺 线 方程 写 为 下 列 形式 : 
р — 
tan— = іапф 
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间作 利用 公式 (34)， 我 们 得 到 这 条 曲线 以 笛 卡 儿 站 角 举 标 表 
示 的 方程 
туу yo 
у, 


— 
kai 


(36) 


比较 方程 (35) 和 (36) 可 看 出 ， 采 用 极 坐 标 研究 阿 基 米 德 螺 线 
是 比较 好 的 。 

我 们 再 举 一 例 ， 给 定 两 个 贺 k 和 k’ ， 每 一 贺 的 直径 党 
жа; мж мяк. ЫЕ К, Е 
[| еее ананы Б), WAZE К” E 的 点 已 画 出 一 被 
Я Ал: ДЕ H. ДЕК’ 上 的 某 一 位 置 点 己 与 圆 上 的 某 一 确 
定 的 点 0 重合 ! 我 们 将 加 x 此 时 相应 的 位 置 认为 是 其 初始 位 
A. (231 АЙТ). Е 

现在 我 们 来 求 用 极 坐 标 表 示 的 心脏 线 方程 。 点 O 将 直线 
МО 分 成 为 两 个 半 轴 ; 我 们 取 不 包含 M 点 的 半 轴 为 极 轩 ， 点 
О 为 极 反 。 

现在 我 们 来 考 虚 加 Ek 除 彻 始 位 置 外 的 某 一 位 置 ， 并 且 用 - 
N к k К” јар. МАК’ КИНА), 


有 ^^“ ^^ 
| МО=МР. 
因此 

ОР ММ” 
和 


LPM’M= Z0MM' = ZXxOP = ç, | 
ЗАГИЕОО РМ’. ШЖ,00-РМ”-«а/2 所 以 三 角形 
MQ = 2% l -a со5Ф = a со8%, 

此 外 ， | 
Р= ОР= ММ’ ~ МО =a- асоз$, 
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Н, ERDER РЯ 
p =a(] – cosp), | (37) 
图 24 中 作出 了 此 曲线 。 
在 心脏 线 上 固定 一 点 PC(P,?)， 并 且 考 虑 一 沿 心脏 线 移 
动 的 动 点 U (24). 令 
OU=p’, /ЖУОР-%, ZOPU =u. 


| р’ = а[1 ~ соѕ(ф 6) ], 
如 末 沿 心脏 线 移动 的 点 U 无 限 接近 于 点 P， 那 么 绕 P 转 
动 的 直线 PU 趋 于 某 一 极限 位 置 直线 PU 的 这 一 极限 位 置 
古 在 点 PP 与 心脏 线 相 切 的 切线 ， 并 且 角 4 的 极限 值 是 这 条 切 ， 
线 与 极 半径 OP 之 间 的 夹 角 ， 
МЕЖ, н = #0 OPU 得 到 
| o. sinj й 
р зіпи+ 0) 


NE PN 


或 者 
1- cos(@ — š) sinu 


1 cosp 5 біп( +š) ° 
将 最 后 一 个 等 式 的 两 边 同 时 减 去 1 ， 得 到 
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. ал лы `... АРН. i re — ын W 


cosf — cos@ сов2 — ѕіпфѕ1іпС ` 
1- со? 


біп — sinu cos - cosusinÇ 
Н зїп(и+ё) | 
或 者 Ес 

_ COSp ~ 6085 ) — sinf sing 
1- cosp 


| _ sinp(1 — соз) 一 COSH sing 
| sin(u +5) 
将 sing 除 以 上 式 的 分 子 ， 并 且 利用 
l- cos 6 


tan> , 


sin¢ 2 


我 们 得 到 


cos tan - — sinf singa tan— 


2 | 2 
1 — cos@ sin(4 +) ° 


— < 05 


如 果 动 点 U 无 限 地 接近 于 点 IA ЕВО ННЯ С 和 tan 2- 


近似 为 零 ， 因 此 上 述 等 式 号 下列 形式 


if. 
cot— = СОЇ 
о 7 6910, 


由 上 式 我 们 求 出 4 的 极限 值 ， 即 
| о BEIL | 
因此 ， 心脏 线 的 切线 与 过 切 点 的 极 半 径 所 构成 的 角 等 于 此 切 
点 的 极 角 的 一 半 ， 
我 们 还 将 证 明 ， 通 过 贺 和 的 切 点 N 的 直线 РУДЫ 
ЕР РАНЕЕ 2% (23). ЖЮ Е, 


„1 l 
Ф 原 书 类 Leost апо веш 
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мц. rA -= i 


| л 9 . 
ЖОРМ- РММ” = 279: 


因此 ， 点 尸 的 切线 与 直线 PN 构成 的 角 等 于 
T р @ л 


“=. 


一 - -一 -一 -一 一 = 
— "k 


2 2 2 92° 


99 用 方程 定义 图 形 的 举例 


在 这 市 中 所 给 出 的 例子 将 帮助 读者 对 用 方程 确定 几何 图 
形 的 方法 有 一 个 清晰 的 概念 。 同 时 ， 它 们 还 将 表明 ， 十 分 复 
杂 的 图 形 也 可 能 用 相对 简单 的 方程 描述 。 

例 1 考虑 方程 


Ізі ЕД =2. (38) 
显然 ， 


а = 


Ja Dlo, ж a>0， 


[а 


因此 ， 设 x,y 是 某 一 点 PP 的 坐标 ， 式 
ІІ ІШ 
| у 
如 果 点 也 位 于 第 一 象限 式 等 于 2; 如 果 点 PP 位 于 第 二 或 第 
四 象限 式 等 于 零 ， 如 果 点 忆 位 于 第 三 象限 式 等 于 一 2。 景 后 ， 
如 果 点 P 位 于 其 中 茶 一 坐标 轴 上 或 者 与 坐标 原点 重合 ， 则 此 
式 无 意义 。 
因而 ， 方程 (38) 描 述 了 平面 的 一 -部 分 也 就 是 说 ， ЕЖ 


Ф max штат, 
172 | | 


“一 一 一 一 


乎 面 0xy 的 第 一 象限 ， 而 且 ; 平 面 的 这 个 部 分 不 包括 位 于 .Ox 


F „/ 
906 
С 
*+ * 
* 
Фо Ф Ф 
өз» 
的 
ар ар 
e 
4% 
ө 
è, 


Ж” 
Ф 

5% ф 
г 
Ф 


ч. л 
90 
Фф 
№ 

№ 
ф 


yx x № 


< 


+ 
+ 


轴 或 者 0 Bh ЕН — 2). 
42 ЖЕЛЕ О 
ТТУ 

| | zL) + a 4. (39) 
在 平面 0xy 的 四 个 象限 中 我 们 应 该 对 它 分 别 进行 研究 ; 

并 且 可 以 写成 较 简单 的 形式 : 


(х-1)#+(у-1#=4, 在 第 一 象限 ， (40) 
(x+1)?+(y-1)*=4， 在 第 二 象限 ， (41) 
(х+ 102+ (p+ 12 = 4, 在 第 三 象限 ， (42) 
(x 一 1)?+(y+1)*=4， 在 第 四 象限 。 43) 


在 形式 上 方程 (40) 与 一 个 半径 为 2 ， 贺 心 为 天 (1,1) 的 图 的 
方程 无 区 别 ， 但 是 它 仅仅 描述 了 位 于 第 一 象限 的 那 一 部 分 圆 
M. 由 于 ， 在 其 他 象限 我 们 已 得 到 与 (40) 稍 徽 不 同 的 方程 ， 
因此 第 一 象限 的 缴 与 分 别 位 于 第 二 ,三 和 四 象限 的 圆 弧 (41)， 
(42)(43) 构 成 了 由 方程 (39) 表 示 的 图 形 (图 26)， 

图 形 (39) 不 包含 Ox 轴 和 Oy 轴 上 的 点 ,因为 ,如 果 у= 0, 


式 业 是 无 意义 的 ;同时 ,如 果 x = 0, 则 式 习 -也 是 无 意义 的 ， 


例 3 方程 
+ =2, 02,000 (44) 


在 平面 Оху 的 四 个 象限 中 我 们 应 该 对 它 分 别 地 进行 研究 。 
它 可 以 写 为 形 如 
x+y=2, 在 第 一 象限 ， 
-x+y=2, 在 第 二 象限 ， 
-Хх-у-2, 在 第 三 象限 ， 
Хх-у-2, 在 第 四 象限 ， 
这 是 因为 ， 如 果 a20, И а|=а; д а<0, ШІ [а| = -а. 
容易 看 到 ， 方程 (44) 描 述 了 正方 形 ABCD 并 且 包 含 它 ЮТА 
点 〈 图 27). | | 
Я4 方程 
y= |у|ѕір х, ` (45) 


这 要 分 下 列 几 种 情况 来 考虑 : 
(1) 如 果 y=0， 此 时 变量 x 可 以 取 任意 值 ; 
(2) 如 果 y 是 任意 正 数 ， 此 时 sin x = I， 因 此 


л 
х= 一 十 2KT， 
| 2 | 
其 中 天 是 任意 整数 ; 
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| Я 27 
(3) 如 果 y 是 任意 负数 ， 此 时 sinx = - 1， 因 此 


x= 一 > + 2Kr, 


其 中 天 是 任意 整数 ， 
所 以 ， 图 形 (45) 是 由 Ох 轴 和 两 类 无 限 多 的 半 轴 构 成 ; 第 一 
类 半 轴 由 Ох 轴 上 的 点 开始 ， 这 些 点 的 横 坐标 为 


一 ， + 27, 一 +4л, ..., 
| 2 2 2 
并且 这 些 半 轴 年 直 于 Ox 轴 且 在 它 的 上 方 ; 第 二 类 半 轴 是 由 
Ox 轴 上 横 坐 标 为 
| -二 ， 一 окоп, -— + 4x, 


2” 2 2 


TT ы. ОТЫНҒА Ж. стресси еа е лайын одеть sapi чырын». E Ha 


的 点 为 起 点 ， 它 们 垂直 于 Ох 轴 且 在 它 的 下 方 〈 图 28)， 


#5 方程 
sIn(Dr) = 0 


等 价 于 下 列 无 限 多 个 方程 

p= 0, р = +], р = +2, р = +3, ***, 
这 些 方程 描述 了 由 一 个 极点 和 半径 为 1,2,3,… 构成 的 一 些 
同心 圆 ， 极 点 是 这 些 同 心 圆 的 圆心 (图 29)， 因为 已 定义 0 之 
0， 所 以 的 负 值 不 予 考虑 ， | Е 


图 29 
例 6 我们 用 符号 [a] 表 示 不 超过 а 的 最 大 整数 。 例 如 ， 
[9J=9, [5.99]=5, [-5.99]= -6， 
(л]=3, ГУ501-7, Г-41--4, [-4.7]=-5. 
现在 我 们 来 考虑 方程 


| | у= (х), | (46) 
如 果 п<х<п+1, фи, ЖА уеп. 因此 ， 方 
‚ 程 (46) 描 述 了 这 样 的 一 个 图 形 ， 此 图 形 是 由 一 无 限 多 的 ， 排 
列 得 像 阶梯 状 的 台阶 一 样 的 线段 构成 的 (图 30). 
上 述 线段 中 的 某 一 段位 于 Ox ФЕ. 此 线段 的 左 端 点 的 
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аллы — ИИ — нии. ri - w мь = — wa _ ur- - чан EP Í лить 


机 坐标 等 于 零 。 现 在 我 们 来 证 明 此 线段 不 存在 右 端 点 。 


54 730 
假设 在 此 线段 上 存在 这 样 的 一 个 点 已 ， 其 横 坐 标 等 于 
， 因 此 ，Lpj = 0， PA, D> ‚ 0— 1р1, 取 


1-р 
== 
q =p ° 


HO 表示 该 图 形 中 横 坐 标 为 4 Ву. Ш, p<4<1, HL 
= 0。 所以， 点 @ 与 点 己 属 于 图 形 (46) 的 同一 线段 ЕН. 位 于 
点 了 的 右边 ， 这 与 我 们 的 假设 矛盾 ， | 
ЖЕТИ ДЫ, 我 们 可 以 证 明 图 形 (46) 中 的 任 一 线段 都 有 左 端 
кї, IH 38572 Ж. 
#7 由 方程 
= y] 
描述 的 图 形 是 由 无 限 多 个 正方 彤 与 它们 内 部 的 点 构成 的 ， 但 
是 不 包含 这 些 正 方形 的 上 方 的 边 和 石 侧 边 。 取 这 些 正方 形 的 
每 一 个 的 边 长 等 于 一 个 单位 长 ， 它 们 的 位 秆 如 图 31 所 示 。 
实际 上 ， 如 果 x 和 是 满足 不 等 式 
п<х<п+1, < у< п +1 
的 任意 的 数 ， 其 中 站 是 一 个 整数 ， 则 
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图 31 


Гх | = [у]=п, 
$] 9 在 上 面 我 们 已 经 看 到 ， 如 果 不 在 整个 平面 Oxy 而 
是 仅仅 在 它 的 某 一 篆 限 上 考虑 ， 则 方程 (39> 和 (44) 是 可 以 被 
简化 的 。 在 考虑 方程 


ЕЕЕ 
时 我 们 将 同样 应 用 把 一 个 平面 分 割 为 几 个 部 分 的 方法 . 
我 们 用 直线 


х= Ж, X= 土生 <= +, м, (48) 

у= +5, TETE y= +9, …， (49) 
把 平面 Ox 分 割 为 一 КЕЛЖ ‚ ФЕ 其 中 的 某 一 个 , 例如 ， 
由 直线 | | 


所 围 成 的 正方 形 Q 。 在 此 正方 形 内 任意 一 点 的 坐标 满足 不 
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1 - 1 _ 
Ох + < 8, [< 一 +——< 2, 
5 7" 5 


因此 ， 在 正方 形 @ 内 ， 也 就 是 假如 只 考虑 变量 x 和 y 的 这 样 
的 值 ， 这 些 值 是 在 正方 形 @ 内 点 的 坐标 ， 则 方程 (47) 可 取 下 
яр 
_ 9\2 К 2 1 | | 
(х-— 2)“ + (0-1) 16° (50) 


方程 (50) 描 述 了 一 个 半径 为 1/4， 圆心 为 点 MO, ПИ, 
且 此 圆心 也 是 正方 形 @ 的 中 心 。 圆 (50) 完 全 地 位 于 正方 形 Q 
内 ， 所 以 它 的 任意 一 点 的 坐标 丝 满 足 方程 (47)。 

根据 上 述 想 法 ， 我 们 可 以 得 到 这 样 的 结论 ， 图形 (47) 是 
由 无 限 多 个 圆 构 成 ， 其 每 一 个 闹 的 半径 针 为 1/4， 且 每 一 个 
具有 整数 坐标 的 点 皆 是 这 些 圆 中 某 一 个 圆 的 圆心 〈 图 32) 


ee iodine bh - 
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例 9 方程 


111? 111805 - 
Pes sobe] s 69 
仅 是 等 号 右边 的 数 与 方程 (47) 不 同 。 因 此 ，、 在 上 例 的 正方 形 
© 内 方程 (51) 可 取 下 列 形式 = 
| _ 5 


оу? (yy 132 = 
(X 一 2) + (у D 16° 


因而 ， 此 方程 描述 了 一 个 半径 为 5 /4， 圆 心 为 在 Q 内 的 点 
M(2,1) 的 圆 。 HAv 5 /4>1/2， 所 以 ， 只 有 位 于 正方 形 @ 


| АЧ 33 | 
内 的 圆 的 那 部 分 才 同 时 也 是 图 形 (51) 中 的 一 部 分 ， 而 位 于 C 
外 的 那些 点 不 属于 图 形 (51)。 我 们 建议 读者 自己 验证 这 个 
AS EHIE Q 的 边 的 交点 也 属于 图 形 (51) 。 

类 似 地 ， 我 们 可 以 考虑 其 它 的 正方 形 ， 这 些 正 方形 是 用 
直线 (48) 和 (49) 分 害 平 面 Оху 而 得 到 的 ， 

图 形 (51) 如 图 33 所 示 ， 
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作为 一 个 已 经 仔细 地 研究 了 上 述 各 例 的 读者 ， 不 难 画 出 
用 下 列 方程 描述 的 图 形 : 

(1) y= |х|; 

(2) зіп?(лх) + sin? (лу) = Ü; 

(3) sin(x+J)= 0; ` 

(4) (х + |х|) + Z + [У "= 4; 


(5) (х - мау +{у ЕЕ | =5; 
х у 


o fe EY fy PI] sa, 


x 


y 
а. 
Ж R 语 


在 科学 研究 中 系统 地 应 用 坐标 法 的 想法 有 可 能 要 追 湖 到 
几 千 年 前 . 例如 ， 众 所 周知 ， 古 代 的 天 文学 家 曾 使 用 一 个 在 
假想 的 天 体 上 特殊 的 坐标 系 去 测定 最 亮 的 星体 的 位 置 ， 绘 抽 
_ 星 图 ， 并 且 非 常 精确 地 观测 到 太阳 、 月 亮 和 行星 相对 于 那些 
不 动 的 星体 的 运动 ， 

后 来 ， 地 面 坐标 系 被 广泛 地 应 用 于 绘制 地 球 表面 的 地 


图 ， 用 以 确定 航船 在 深海 中 的 位 置 。 
但 是 ， 直 到 17 世 纪 ， 坐 标 法 仅 有 有 限 的 实际 应 用 。 事 实 
上 ， 它 只 被 用 来 标 出 一 些 特殊 对 象 -一 不 动 的 〈 如 山 、 海 角 


等 ) 或 者 动 的 〈 如 船 、 行 星 等 ) 一 一 的 位 置 。 
在 1637 年 出 版 的 ， 由 著名 的 法 国 哲 学 家 和 数 学 ЖОК. 
卡 几 所 著 的 《几何 学 》 一 书 中 ， 坐 标 法 得 到 了 新 的 并 富有 成 
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六 的 应 用 。 Б 

香 卡 儿 解 释 了 变量 这 一 概念 的 含义。 在 研究 最 常用 的 曲 
线 时 ， 销 卡 儿 观察 到 ， 一 个 沿 着 给 定 曲线 运动 的 点 的 坐标 与 
完全 的 述 该 曲线 的 特定 方程 有 关 。 凡 而 建立 了 通过 点 的 坐标 
的 方程 来 研究 曲线 的 方法 ， 这 有 既 标 志 了 解析 几何 的 开创 ， 同 
时 也 促进 了 其 它 数 学 学 科 的 发 展 ， 

“数学 中 的 转折 点 一 -上 . 思 格 斯 写 道 一 一 是 笛 卡 儿 的 变 
数 。 有 了 变数 ， 运 动 进入 了 数学 ， 有 了 变数 ， 辩 证 法 进入 了 
数学 ， 有 了 变数 ， 微 分 和 积分 也 就 立刻 成 为 必要 的 了 ， 而 它 
们 也 就 立刻 产生 ，”@ | | 

解析 儿 何 的 数学 基础 在 于 其 独特 的 确定 几何 图 形 的 方 
法 : 一 个 图 形 由 一 个 方程 给 定 。 | 

学 虑 与 茶 一 确定 的 方程 相 联 系 的 一 个 点 ， 其 坐标 变量 是 
x 和 2 ， 我 们 看 到 ， 此 点 随 着 它 的 坐标 的 变化 在 平面 内 运动 . 
且 是 ， 它 的 运动 轨迹 并 不 是 任意 的 ， 因 为 给 定 的 方程 决定 了 
在 变量 x 和 之 间 的 依赖 和 关系。 换 句 话说， 方程 起 着 一 种 轨 
道 的 作用 ， 它 引导 一 个 点 沿 着 一 个 给 定 的 路 径 运 动 。 例 如 ， 
曲线 | 

у= х! | (52) 

上 的 点 РА, РЯ P (5,3) ров Ж, 


但 是 方程 (52) 不 允许 点 PP 移动 到 0(2,7) 的 位 置 ， 

但 是 ， 有 必要 将 图 形 用 方程 来 描述 这 一 和 概念 和 动 点 的 概 
念 区 分 开 来 。 后 者 ， 例 如 像 忠 光 弹 在 空中 留 下 一 道光 迹 描 绘 
出 一 个 图 形 ， 或 者 像 地 震 仪 的 笔 那样 记录 出 反映 地 过 振动 的 
曲线 。 一 个 方程 可 以 看 作 是 选择 由 这 个 方程 所 定义 的 图 形 上 
ОФ 恩格斯 贰 ， 中 其 中 央 马 恩 列 斯 著作 编译 局 译 ， 自 然 姑 证 法 ,人 民 出 版 社 ， 
1971, 35236 3. 
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的 点 的 工具 ， 仅 仅 挑选 平面 上 坐标 满足 给 定 方程 的 那些 点 . 

上 述 第 一 个 概念 的 存在 应 归功 于 笛 卡 儿 ， 而 且 它 与 函数 
相关 性 的 概念 紧密 相连 ， 可 以 把 由 一 个 方程 定义 的 曲线 看 作 
是 函数 的 图 形 ， 而 且 自 变量 和 因 变 量 的 变化 依赖 于 描述 这 个 
函数 图 形 的 点 的 移动 。 | 


第 二 个 概念 在 想法 上 比较 简单 且 易 于 理解 。 同 时 ， 它 适 一 


用 于 更 广 范围 的 图 形 吕 。 第 四 节 以 及 第 五 至 九 节 的 部 分 内 容 
是 关于 它们 的 特性 的 研究 。 用 不 等 式 描 述 图 形 比 较 接近 于 这 
个 概念 ， 关 于 这 一 点 ， 我 们 举 一 个 例子 顺便 提 一 下 :坐标 满 
ЕЛА" + 225 的 扣 属 于 有 具有 半径 为 5， 贺 心 在 坐标 
原点 的 圆 ， 这 些 点 限制 在 圆 内 并 包含 圆周 本 身 ， 


(ЮЛ РЕ, Ж %# TE) 


D 实际 上 ， 只 有 在 对 函数 相关 性 的 概念 作出 充分 推广 后 ， 才 能 认为 在 第 妃 
节 中 的 鲍 1,4,7 是 某 些 销 数 的 Ө. 
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编者 按 ”本 文 是 根据 作者 在 国立 莫斯科 大 学 设立 的 
数学 奥林匹克 学 校 给 高 中 学 生 作 的 演讲 整理 而 成 的 。 在 
考虑 到 读者 知识 水 平 的 前 提 下 ， 作 者 对 代数 方程 一 般 理 
论 的 结论 及 方法 进行 了 盖 述 。 书 中 没有 证 明 ， 因 为 否则 
会 把 几乎 半 本 大 学 高 等 代数 教科 书 抄 过 来 。 即 使 这 样 ， 
也 不 要 以 为 这 本 书 一 读 就 懂 ， 通 过 琢磨 所 有 的 定义 及 叙 
述 ,检查 所 有 例题 的 演算 及 所 有 例子 中 的 方法 的 应 用 等 ， 
可 以 使 此 文 作为 知识 高 度 浓 缩 的 通俗 数学 读物 。 


任意 次 代数 方程 ” 


А.С. Kurosh 


B| 


ШІ 


中 学 代数 课程 的 内 容 很 广泛 ， 但 方程 是 一 个 中 心 课 题 . 
我 们 只 讨论 一 元 方程 ， 并 先 回顾 一 下 中 学 里 所 学 过 的 内 容 。 
每 一 个 学 生 都 会 解 一 次 方程 :给 定 方 程 
ах +b = 0, 
其 中 ао, ШЕШШ Ж 
D 本 文 根 据 Міг Publishers Moscow 出 版 的 《Little Mathemati-. 
cs Library》 中 的 小 册子 《Algerbraic Equations of Arbitrary Deg- 


rees} (Translated from the Russian Бу V.Kisin, 1977) 英文 版 译 
出 。 
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进而 ， 学 生 学 到 了 二 次 方程 = 
ах + bx + c = 0, 

(其 中 a=0) 的 求 根 公式 
| = рул b2- Дас 
X= Q 

如 果 这 个 方程 的 系数 是 实数 且 根 号 内 的 数 是 正 数 , 即 b? — дас 
>0, 则 这 一 公式 给 出 方程 的 两 个 不 相等 的 实 根 。 但 如 果 b? - 
4ас = 0, 则 方程 只 有 工 个 根 , 这 个 根 被 称 为 重 根 ， 4 b? — дас 


一 0 时 方程 没有 实 根 。 
最 后 ， 学 生 学 会 了 解 某 些 类 型 的 三 痰 方程 及 四 关 方 程 ， 
这 些 方程 的 解 很 容易 归结 到 解 二 次 方程 。 例 如 ， 三 次 方程 


ax? + Вх? + ex = 0 
有 一 个 根 * = 0， 分 解 出 因 式 * 之 后 ， 变 成 二 次 方程 


 Gx°+ bx + c = 0, 


四 次 方程 
ау + руё +с= (0) 
被 称 为 双 二 次 方程 ， 令 v: = x 后 它 也 化 为 二 次 方程 ， 求 出 所 
得 二 次 方程 的 根 然后 开平 方 ， 可 得 原 方 程 的 根 。 
我 们 再 强调 一 过 ， 这 只 是 一 些 非常 特殊 类 型 的 三 次 及 四 
次 方程 。 中 学 代数 并 不 教授 解 三 次 、 四 次 及 更 高 次 数 的 任意 
方程 的 方法 。 但是， 在 工程 、 力 学 及 物理 等 许多 不 同 的 分 支 
， 会 遇 到 较 高 次 的 代数 方程 。 任 意 Cn 是 正 整数 ) 代 
” 数 方程 的 理论 经 过 几 个 世纪 的 发 展 ， 现 已 成 为 在 大 学 及 师范 
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$1 Я Ж 


代数 方程 理论 本 质 上 立足 在 高 中 所 讲 的 复数 理论 之 上 ， 
学 生 常 常 怀疑 引进 复数 的 合理 性 并 怀疑 它们 是 否 存在 。 事 实 
上 ， 当 复数 一 开始 被 引进 时 ， 甚 至 连 数学 家 们 也 人 怀疑 它们 的 
实际 存在 性 ， 因 而 “虚数 ”这 一 名 词 治 用 至 令 ， 但 是 ， 现 代 
科学 视 复 数 如 常 物 ， 它 们 一 点 也 不 比 有 理 数 或 无 理 数 更 “去 
Ë”. | 

之 所 以 引进 复数 ， 是 因为 人 们 不 可 能 在 实数 范围 里 求 负 
数 的 平方 根 、 那样 的 话 ， 有 些 二 次 方程 将 没有 根 ， 例 如 方程 


х? +1=0 


就 是 这 类 方程 中 最 简单 的 一 个 ， 是 否 有 一 种 方法 去 扩展 数 的 
王国 使 它们 也 有 根 呢 ? | 

在 学 校 里 学 习 数学 的 过 程 中 ， 学 生 们 发 现 ， 他 们 所 掌握 
的 数 系 是 不 断 扩大 的 。 在 初等 算术 中 ， 开 始 是 正 束 数 ， 而 后 
马上 出 现 了 分 数 。 在 代数 课 中 又 增加 了 负数 ， 从 而 有 了 有 再 
数 条 最后， 引进 了 无 理 数 ， 导 致 了 实数 条 ， 

数 的 内 涵 的 每 一 次 这 种 不 断 的 扩充 ， 使 有 可 能 求 得 一 些 
先前 没有 根 的 方程 的 根 ， 例 如 ， 引 进 分 数 之 后 ， 方程 


€: 


| ü ох-1=0 
就 有 根 了 ， 又 如 ， 在 引进 负数 之 后 ， 方程 
х+1= 0 
也 有 了 根 ， 而 且 ， 只 有 在 引进 无 理 数 之 后 ， 方 程 
x2-2=0  . Е 
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才 有 根 . | 
所 有 这 些 充分 说 明了 在 扩大 数 的 宝库 的 道路 上 还 需 更 上 
一 层 楼 。 下 面 ， 我 们 大 致 描述 一 下 这 最 后 的 一 步 . 
大 家 知道 ， 如 果 在 一 条 给 定 的 直线 上 固定 正 向 ， 标 出 原 
点 0 并 选取 单位 长 度 〈 图 1)， 则 这 条 直线 上 的 每 一 个 点 4 都 


对 应 有 一 个 坐标 ， 即 对 应 一 个 实数 ;如 果 4 点 位 于 O 点 的 右 
方 ， 则 它 依 取 定 的 单位 长 度 表示 4 点 和 0O 点 之 间 的 距离 ， 如 
果 A 点 在 0 点 的 左面 ， 则 它 依 取 定 的 单位 长 度 是 A 点 到 0O 点 
约 距 离 的 相反 数 。 因 此 ， 直 线 上 的 每 一 个 点 都 分 别 对 应 一 个 
不 同 的 实数 ， 可 以 证 明 ， 在 这 个 过 程 中 ， 所 有 的 实数 都 被 用 
到 。 由 此 可 以 认为 直线 上 的 点 是 其 相应 的 实数 的 像 ， 也 就 是 
说 ， 这 些 数 沿 直线 排 成 一 行 。 我 们 称 这 条 直线 为 数 辕 ， 

那么 ， 有 没有 可 能 按 某 种 方式 去 扩充 数 ， 使 新 的 数 可 以 
顺理成章 地 用 平面 上 的 点 来 表示 呢 ? 到 此 为 止 ， 我 们 还 没有 
构造 出 比 实数 系 更 大 的 数 系 。 

首先 要 指出 ， 用 什么 样 的 “材料 ”才能 使 新 的 数 系 被 “ 构 
№” 出 来 ， 即 什么 “对 象 ”能 扮演 新 数 的 角色 。 然 后 还 必须 
”定义 对 这 些 “对 象 % 即 新 数 ) 如何 进 行 代 数 运算 一 一 加 法 及 
乘法 、 减 法 及 除法 。 因 为 想 构造 的 是 能 用 平面 上 所 有 的 点 表 
示 的 数 ， 所 以 最 简单 的 方法 是 考虑 平面 上 的 点 本 身 就 是 新 
数 。 假 定 这 样 做 的 话 ,我 们 只 需 定义 如 何 对 它们 作 代 数 运 算 ， 
也 就 是 说 ， 给 定 平面 上 的 两 个 点 ， 它 们 的 和 是 哪个 点 ? 它们 
ВРЕ ? .... 9 | Е 
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直线 上 的 点 的 位 置 由 一 个 实数 〈 即 它 的 坐标 ) 完 全 确定 ， 
因此 ,平面 上 任意 一 点 的 位 置 可 以 用 一 对 实数 来 确定 。 为 此 ， 
我 们 在 平面 上 作 两 条 互相 垂直 并 相交 于 0 点 的 直线 ， 而 且 在 
每 一 条 直线 上 取 定 正 向 并 选 定单 位 长 度 ( 图 2)。 我 们 称 这 两 


图 2 
条 直线 为 坐标 轴 ， 水 平方 向 的 称 为 横 轴 ， 竖 直方 向 的 称 为 级 
轴 。 它 们 将 整个 平面 分 成 4 个 象限 ， 象 限 数 在 图 2 中 标 出 ， 
第 工 象限 中 的 每 个 点 4 〈 见 图 2 ) 可 以 由 两 个 正 实数 完 


全 确定 ， 例 如 ， 数 4 依 取 定 的 单位 长 度 表示 该 点 离开 纵 轴 的 
距离 《点 4 的 模 坐 标 ), 数 b 依 取 定 的 单位 长 度 表示 该 点 离开 
横 轴 的 距离 〈 点 4 的 纵 坐 标 ) 。 反 过 来 ， 对 于 每 一 对 正 实数 
(a,b), ЭАе 工 象 限 中 找到 一 个 完全 确定 的 点 ， 使 
得 它 的 横 坐 标 是 a ， 纵 坐标 是 上。 其 他 象限 中 的 点 也 用 同样 
的 方式 确定 。 但 是 ， 为 了 保证 平面 上 所 有 的 点 及 坐标 对 Ca, 
bp) 之 间 是 一 一 对 应 的 ， 即 避免 发 生 使 同一 个 坐标 对 (a,5) 对 
应 平面 上 几 个 不 同 点 的 现象 ， 我 们 假定 在 第 了、 下 象限 中 的 
点 的 横 坐 标 是 负 的 ， 而 在 第 亚 、B 象限 中 的 点 的 纵 坐 标 是 负 
的 .可 以 看 到 ， 横 轴 上 的 点 的 坐标 形式 是 〈a,0)， 纵 轴 上 的 
点 的 坐标 形式 是 (0,b)， 其 中 4 和 4b。 是 实数 。 
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现在 ， 可 以 用 一 对 实数 来 确定 平面 上 的 一 个 点 了 。 它 使 
我 们 用 不 着 再 说 由 坐标 (a,5) 确 定 的 点 4， 而 直接 说 点 (a,5) 
RT. | 

下 面 再 定义 平面 上 点 的 加 法 和 乘法 。 和 在 一 看 ， 这 些 定义 
完全 是 人 为 的 ， 但 是 ， 只 有 这 种 定义 才 有 可 能 去 实现 计算 负 
数 的 平方 根 的 目标 。 

设 (a,5) 及 (c,d) 是 平面 上 的 两 个 已 知 点 。 现 在 ， 我 们 还 
不 知道 如 何 去 定 义 这 两 个 点 的 和 及 积 。 姑且 称 它们 的 和 是 横 
坐标 为 4+c， 纵 坐标 是 b+ 4 的 点 ， 即 

(a,b)+(c,d)=(a+ce,b + 4), 
并 称 它们 的 积 是 横 坐 标 为 ac - bd， 纵 坐标 是 ad + be 的 点 ， 即 
(a,b)(c,d)= (ac — bd,ad + bc), 

容易 证 明 ， 以 上 定义 的 平面 上 的 点 的 运算 具有 数 的 运算 
的 所 有 大 家 熟知 的 性 质 ， 平面 上 点 的 加 法 及 乘法 是 可 交换 的 
( 即 加 数 、 乘 数 都 可 以 互相 交换 位 置 》， 可 结合 的 〈 即 3 个 
点 的 和 及 积 与 插 号 的 位 置 无 美 〉 及 可 分 配 的 《 即 括号 可 以 移 
去 ) 。 注意， 点 的 加 法 及 乘法 的 结合 律 使 有 可 能 准确 地 引进 
平面 上 任意 有 限 个 点 的 和 及 积 的 运算 ， 

现在 ， 我 们 可 以 定义 平面 上 点 的 减法 和 除法 了 ， 它 们 分 
别 是 加 法 及 乘法 的 逆 运 算 ( 是 按 这 样 的 意义 ， 在 任意 数 系 中 ， 
两 个 数 的 差 定义 为 一 个 数 ， 它 与 减 数 相 加 等 于 被 减 数 ， 两 个 
数 的 商定 义 为 一 个 数 ， 它 与 乘 数 的 积 等 于 被 乘 数 ), 即 

(a,b)—(e,d)=(a-c,b—- 4), 
(a,b) ас +4 be-ad 
(вся). 
很 容易 证 明 上 面 的 最 后 一 个 等 式 右边 的 点 与 点 (c,d) 的 乘积 
( 见 前 面 的 定义 ) 恰好 是 点 〈a,b)。 第 一 个 等 式 右 边 的 点 与 
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点 (c,d4) 的 和 是 (4a, 力 这 一 事实 更 容易 验 正 。 
应 用 所 定义 的 运算 于 横 轴 上 的 点 《它们 具有 形式 (4a,0)) 


(а,0) + (2,0) = (a +b,0), 
(а, 0)(Ь,0> = (ab,0), 


即 ， 这 种 点 的 相 加 及 相 乘 归结 为 它们 的 横 坐 标 相 加 及 相 乘 ， 
这 一 特点 对 于 减法 和 除法 依然 成 立 ， 即 
(а,002-(0,002-<(а-5,0, 


(а,0) — (5 0) 
(9,00 АХ) 


如 果 设 想 横 轴 上 的 每 一 个 点 (a;0) 表 示 它 的 横 坐 标 即 实数 а, 
或 者 换 一 种 说 法 ， 说 点 (a,0) 就 是 数 a ， 则 横 轴 就 简化 为 一 
条 数 轴 。 于 是 我 们 现在 就 可 以 这 样 说 ， 由 平面 上 的 点 所 构成 
的 数 系 ， 包 含 了 所 有 的 实数 ， 它 们 只 是 横 轴 上 的 点 ， 

但 是 ， 不 可 能 将 纵 轴 上 的 点 与 实数 等 同 起 来 ， 考 虑 点 
(0,1)， 它 位 于 点 O 上 方 1 个 单位 长 度 的 地 方 ， 我 们 用 字母 
i 表示 之 : 


i=(0,1) 
并 依 平面 上 点 的 乘法 的 定义 计算 它 的 平方 得 
1° = (0,1)(0,1) 
=(0.0-1.1;0.1+1。0) 
=(-1,0. 
然而 ， 点 (一 1,0〉 并 不 在 纵 轴 上 ， 而 是 在 横 轴 上 ， 因 而 表示 
实数 -1， 即 
= — |, 
于 是 ， 我 们 在 新 的 数 系 中 找到 了 一 个 数 ， 它 的 平方 等 于 
实数 一 1， 即 现在 可 以 计算 -~ 1 的 平方 根 了 。 平 方 根 的 另 一 个 
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值 由 点 ~i=(0, -1) 给 出 . ЯН 8 НЕ, 表示 为 工 的 点 
(0,1) 在 平面 上 是 客 全 确定 的 。 虽然 ， 1 通常 被 称 为 "虚数 单 
_ 位 ”但 这 一 称谓 一 点 也 不 妨碍 它 在 平面 上 的 实际 存在 ， 

以 上 构造 的 数 系 比 实数 系 大 ， 我 们 称 之 为 复数 系 。 和 所 
定义 的 运算 结合 在 一 起 ， 平 面 上 的 点 被 称 为 复数 。 要 证 明 任 
意 复 数 部 可 以 用 实数 及 数 i 借 助 这 些 运 算 来 表示 并 不 困难 ，。 
例如 ， 给 定点 《4,5)， 由 加 法 的 定义 ， 下 式 显然 成 并 : 


(a,b) 一 (а,0) + (0,5). 


其 中 被 加 数 (a,0) 在 横 轴 上 ， 因 而 是 实数 <， 了 由 乘法 的 定义 ， 
第 二 个 加 数 (0,2) 可 写成 形式 


(0,52-(65,00(0,10, | | 
上 式 右 边 的 第 一 个 因子 是 实数 b ,而 第 二 个 因子 是 i， 因 而 有 
(a,b)=a+b1, 


其 中 的 加 法 及 乘法 按 平面 上 点 的 运算 理解 ， 
利用 复数 的 这 一 规范 写法 ， 我 们 马上 可 以 重 写 先前 的 复 
数 运 算 公 式 如 下 ， 


(a+bi)+(e+di) =(a+ce)+(b+ ад, 

(a+bi)Xe + 41) = (ae — bd) + (ad + bc)1, 

(a +bi)- (e + di) = (a — e) + (b —- d)i, 
a+bi ac+bd be-ad 


=) 


c+di е? + а үа! 
应 该 注意 到 以 上 定义 的 平面 上 点 的 乘法 与 分 配 律 完全 — 
” 致 ， 如 果 在 上 面 的 第 2 个 等 式 的 左边 用 二 项 式 相 乘 的 法 则 计 
， 算 乘积 ( 它 本 身 来 源 于 分 配 律 )， 利 用 等 式 让 = -1， 再 合并 
同类 项 ， 将 恰好 等 于 等 式 的 右边 ， 
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52 ” 开 方 及 二 次 方程 


有 了 复数 ， 不 仅 可 以 计算 -1 的 平方 根 ， 还 可 以 求 得 任 
意 复 数 的 平方 根 ， 通 常 它 们 总 是 两 个 不 相等 的 值 。 如 果 一 4 
是 负数 ， 即 a 汪 0， 则 

v-a = +уа і, 

其 中 a 是 正 数 4 的 算术 平方 根 、 

对 于 实 系 数 一 元 二 次 方程 ， 现 在 可 以 1, RI GE b- 4ас 
<0, 方程 也 有 两 个 不 相等 的 根 ， 不 过 这 时 是 复 根 。 

不 仅仅 限于 实数 ， 现 在 也 能 对 任意 复数 求 平方 根 了 。 例 
й, Я ТЯ аи 


“ажы” = ажуа 
+i Jte- arvato) , 


其 中 的 Va? +b 都 是 算术 平方 根 。 读 者 一 定 会 看 到 ， 对 于 任 
Aa 及 b， 上 式 布 边 的 第 一 项 及 i 的 系数 都 是 实数 。 右 边 的 
两 个 根 式 中 的 任意 一 个 都 有 两 个 值 ,它们 按 下 面 的 规则 组 合 : 
如 末 5 二 0， 则 两 个 根 式 的 正 值 相 加 及 两 个 根 式 的 负 值 相 加 ; 
及 过 来 ， 如 果 b 一 0， 则 一 个 根 式 的 正 值 与 男 一 个 根 式 的 负 值 
HJH. 

例 1 计算 复数 21 - 20i 的 平方 根 。 

此 时 有 | 

м/а + b° = 441 + 400 = 29, 
| 2 а + уай b у= Ше +20) = +5, 
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[E a+ я = T CC 21229 = +2, 
因为 b= -20， 即 2<0， 所 以 必须 依 相 反 的 符号 将 后 两 个 根 
式 相 加 ， 即 得 

91-000 = + (5 —- 21), 

会 求 复数 的 平方 根 后 ， 我 们 就 能 解 任意 复 系数 的 二 次 方 
程 了 。 其 实 ， 二 次 方程 求 根 公 式 的 推导 对 复 系数 二 次 方程 仍 
然 成 立 ， 而 且 ， 公 式 中 平方 根 的 计算 可 以 归结 为 〈 如 前 面 所 
表明 的 ) 计算 两 个 正 实数 的 平方 根 。 因 此 ， 任 意 复 系数 二 次 
方程 有 两 个 根 ， 有 了 时 这 两 个 根 相 等 ， 即 得 到 1 T EM. 

Я2 ЖОЖ 

x2— (4—i)x+(5 – 51) = 0, 
由 二 次 方程 求 根 公式 得 
х= (4-D+iv(4-D -4(5-51) 
5 一 
_ МОИ 56121 
2 
用 上 一 段 中 叙述 的 方法 计算 上 式 中 的 平方 根 得 
V —5+19 = +(2+3), 


因此 
(4—1) + (2+ 81) 
X= 
从 而 方程 的 两 个 根 是 
ху-8%1, x,=]-21, 
容易 验证 它们 都 满足 方程 。 


下 面 ， 我 们 讨论 计算 复数 的 nn 次 方 根 的 问题 ， 其 中 是 
任意 一 个 正 整数 。 可 以 证 明 ， 对 于 任意 一 个 复数 a М 
En 个 不 同 的 复数 ， 每 个 数 的 n КУЖ MAR п) #696 
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于 ac 。 换 言 之， 下面 这 条 非常 重要 的 定理 成 立 : 

任意 一 个 复数 的 п 次 方 根 恰 好 是 n 个 不 相同 的 复数 。 
| 由 于 实数 只 是 复数 的 特殊 情形 ， 因 此 这 条 定理 也 完全 迅 
用 于 实数 ， 即 : 实数 a 恰好 有 7 个 不 相同 的 1 次 方 根 ， 一 般 
情形 下 它们 是 复数 。 在 所 有 这 些 方 根 中 可 能 有 两 个 、1 个 或 
0 个 实数 ， 视 数 a 的 正 负 及 指数 7 的 奇偶 而 定 。 

因此 ，1 有 3 个 立方 根 : 
1 .3 
0 +! 2 .. 
易 证 这 3 个 数 中 的 每 一 个 的 立方 都 等 于 1 。 1 的 四 次 方 根 有 
4 Ж. 


е y 21173, 


1,-1, i R ~i. 

在 本 节 开 始 时 ， 我 们 给 出 了 计算 复数 a + 点 的 平方 根 的 
公式 。 这 一 公式 归结 为 去 计算 两 个 正 实数 的 平方 根 。 遗憾 的 
是 ， 当 7 二 2 时 ， 没 有 一 个 公式 能 将 复数 a+ 抽 的 n 次 方 根 用 
某 些 辅助 实数 的 方 根 的 实 值 表示 出 来 ， 已 经 证 明 没 有 这 种 公 
式 能 够 导出 。 复 数 的 次 方 根 一 般 是 由 将 复数 表 成 所 谓 的 三 
角 式 而 得 到 的 ， 但 这 一 课题 并 不 是 本 文 所 讨论 的 内 容 ， 


з 三 次 方程 


二 次 方程 的 求 根 公 式 适 用 于 复 系数 方程 ,对 于 三 次 方程 ， 
我 们 也 可 以 导出 一 个 公式 〈 尽 管 比较 复杂 ) ， 用 系数 及 根 式 
表示 方程 的 根 。 这 一 公式 对 任意 复 系数 方程 也 适用 ， 

给 定 方程 | 

x? ках? +Вх+с= 0, 
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— mhs- < n w 


a 
х-у-ст» 


即 对 方程 的 未 知 数 作 变换 ， 将 x 的 上 述 表 达 式 代入 方程 ， 得 
T T Rm y 的 一 -个 三 次 方程 ， 这 一 方程 形式 较 简 单 ， ры 
ХАНУ 5 ЕТО. у КЕМ ЖАЛА Іле 
Ж 


H|] J; РЕ 2) 
у +ру +9 = 0. 


НО о, АУР. 
新 方程 的 根 可 用 其 系数 按 下 面 的 公式 给 出 ， 


3/ q [д s 3/ -1-[ + 
у= 4 5 ТҮ 1 十” + v | + о7* 
КИ 3 ми, 但 这 些 值 不 能 随意 


结合 。 非 常 巧 的 是 ， 取 定 第 一 个 根 式 的 一 个 值 后 ， 第 二 个 根 
式 的 值 必 须 选择 得 使 它们 的 乘积 等 于 - 5。 将 这 两 个 根 式 的 
值 加 起 来 就 得 到 方程 的 根 。 如 此 我 们 得 到 方程 的 3 个 根 。 从 
而 每 一 个 数字 系数 的 三 次 方程 都 有 3 个 根 ， 一 般 情形 下 是 复 
数 根 ， 显 见 某 些 根 可 能 相等 ， 即 组 成 重 根 ， 
上 面 所 得 公式 的 实用 价值 是 非常 小 的 。 因 为 ， 如 果 系数 
p а 都 是 实数 ， 则 可 以 证 明 ， 考 方程 
у + px +q = Ü 

有 3 个 不 相等 的 实 根 ， 则 表达 式 

4° p? 

4 “от 
将 是 负 的 。 由 于 公式 中 平方 根 式 中 的 数 是 负 的 ， 因 此 平方 要 
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是 复数 ， 于 是 在 两 个 立方 根 号 内 的 数 都 是 复数 。 上 -一 节 我 们 
普 提 到 ， 复 数 的 开 三 次 根 要 用 到 复数 的 三 角 式 ， 因 此 我 们 只 
能 依靠 查 表 ， 仅 仅 近 似 地 完成 。 


例 1 方程 
x? — 19х +30=0 


中 不 含 未 知 数 的 平方 项 ， 因 此 不 用 预先 作 变换 就 可 以 用 前 面 
的 公式 。 此 时 p= - 19, а=30, МИ 


Фр” 784 
4 27 97? 
即 是 负 的 ， мана 个 三 次 根 式 是 
ара. $ -15+/- у 15-478, 


我 们 不 可 能 将 这 个 юана н ИШКЕН 
式 解 出 此 方程 。 但 Анан, 可 知 方程 的 3 个 根 分 别 是 整 
数 2,3 及 - 5. 

实际 上 ， 前 文 介绍 的 三 次 方程 的 求 根 公式 K 当 表达 起 


+ 人 5 是 正 数 或 0 时 才能 用 于 得 到 方程 的 根 。 在 第 一 种 情形 


ү, 方程 有 1 个 实 根 和 两 个 复 根 ， 而 在 第 二 种 情形 时 ， 方 程 
的 3 个 根部 是 实 根 且 其 中 的 一 个 是 重 根 ， 
2 解 三 次 方程 

х? — 9х? + 36х -80=0. 


ñ 


Ф 
УЗ, 
得 到 “简化 ”方程 
、 y +9у- 26= 0, 

应 用 公式 得 

42 3 

1 27 196 = 142, 
因此 有 
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Л — 4 + |8 + р? = 3/13 +14 一 3/97, 
4 297 


2 
这 二 次 根 式 的 一 个 值 是 3 。 已 知 公式 中 第 2 个 三 次 根 式 相应 
的 值 5 此 值 的 乘积 应 等 于 数 - 5, ， 即 等 于 - 3. 因而 第 2 个 
根 式 的 值 是 - 1， 于 是 简化 方程 的 一 个 根 是 
U, = 8+(- 1) = 2, 

求 得 了 三 次 方程 的 一 个 根 后 ， 就 有 许多 种 不 同 的 方法 去 
求 方程 的 另外 两 个 根 了 。 例 如 ， 可 以 算出 3/27 的 其 它 两 个 
值 ， 并 计算 第 2 个 根 式 的 相应 值 ， 然 后 分 别 相 加 。 或 者 ， 也 
可 以 在 篇 化 方程 的 左边 除 以 y - 2， 然后 只 需要 解 一 个 二 次 方 
程 。 任 意 一 种 做 法 都 将 得 到 简化 方程 的 另外 两 个 根 是 

—1+i/2 及 -l-iv12, 
于 是 ， 最 初 的 三 次 方程 的 3 个 根 是 
5, 2+: 12 K 2-1v 192, 

其 实 ， 上 面 的 例子 是 精心 挑选 的 ， 根 式 的 计算 并 不 总 是 
如 此 简单 。 大 量 的 情形 是 作 近 似 计算 ， 仅 仅 得 到 方程 根 的 近 
似 值 ， 


$4 用 根 式 解 方程 及 方程 的 根 的 存在 性 


四 次 方程 也 可 推导 出 求 根 公式 ， 将 方程 的 根 用 系数 表示 
出 来 。 由 于 含有 更 多 的 “多 层 ” 根 式 ， 因 此 公式 比 三 次 方程 
的 求 根 公式 更 为 复杂 ， 而 且 它 的 实际 应 用 范围 也 非常 局 限 ， 
不 过 ， 这 个 公式 证 明了 ， 数 字 系 数 的 四 次 方程 有 4 个 复 根 ， 
其 中 有 些 可 能 是 实 根 ， | 

大 约 在 16 世 纪 时 ， 人 们 就 已 获得 了 三 次 及 四 次 方程 的 求 
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根 公 式 ， 并 进而 企图 去 发 现 五 次 及 更 高 次 方程 的 求解 公式 。 
n 次 方程 的 一 般 形式 是 

ах” +а,х® фах"? ke фа, ух +a, = 0, 
Жн n 是 正 整 数 。 这 一 努力 未 获 成 功 ， 直 到 19 志 纪 初 ， 有 人 
证 明了 如 下 的 结论 ， 

对 于 大 于 或 等 于 5 的 整数 7?， 不 可 能 找到 一 个 公式 ， 将 任 
ЖАЛЕЕТ. 

HI УРА РОМ Жи", ЖЖ 
次 方程 的 根 不 可 能 用 只 是 以 整数 或 分 数 作为 被 开 方 数 的 根 式 
表示 出 来 ， 无 论 公式 的 形式 如 何 复杂 也 不 行 。 方 程 

Х5-4х-9-0 
Нл: — КР. 

可 以 证 明 这 个 方程 有 5 个 根 ， 其 中 3 个 是 实 根 ，2 个 是 
复 根 ， 但 没有 1 个 根 可 以 用 根 式 表示 出 来 ， 也 就 是 说 ， 这 个 
方程 “用 根 式 是 不 可 解 的 ”。 因 此 ， 能 组 成 整数 系数 方程 的 
根 的 数 ， 既 可 以 是 实数 也 可 以 是 复数 (这 种 数 被 称 为 代数 数 ， 
这 是 相对 于 起 越 数 ， 即 不 是 任何 一 个 整数 系数 方程 的 根 的 数 
而 言 );， 大 大 多 于 能 用 根 式 表 示 出 来 的 数 ， 

代数 数理 论 是 代数 学 的 一 个 重要 分 支 。 俄 国 数学 家 .I. 
Zolotarev(1847—1878), С.Е. Уогопо1( 1868—1908) № М.С. 
Chebotarev (1894—1947) 在 这 一 领域 里 作出 过 许多 重要 黄 
КЕ. | 

АЪе! (1802—1829 ЕҢ Т, Н 5 л 5 5 
柱 的 一 般 公 式 是 不 可 能 做 到 的 。Galois(1811 一 1832) 证明 ; 
仔 在 一 修整 数 系数 方程 ， 用 根 式 是 林 可 能 解 出 来 的 。 他 还 得 
到 本 可 以 用 根 式 解 出 来 的 方程 的 条 件 。 这 里 涉及 到 一 门 新 的 
深奥 的 理论 ， 称 为 群 论 。 应 用 群 的 概念 才 有 可 能 最 终 地 解决 
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这 一 问题 。 后 来 发 现 ， 在 数学 及 其 他 科学 的 许多 分 支 中 ， 群 
也 有 许多 应 用 ， 因 而 群 已 成 为 代数 研究 中 的 一 个 重要 课题 . 
我 们 不 准备 涉足 这 一 概念 ， 只 想 说 -一句 ， 即 现在 苏联 数学 家 
在 群 论 研 究 中 占领 先 地 位 ， 

如 采 只 是 讨论 在 实际 工作 中 如 何 导 出 方程 的 根 ， 则 即使 
没有 n(n 之 5) 次 方程 的 求 根 公 式 也 并 不 引起 严重 的 困难。 有 
主 多 方法 可 以 用 于 求 方 程 的 近似 解 ， 即 使 对 于 三 次 方程 ， 用 
这 些 方法 也 比 用 公式 (如 果 可 以 用 ) 加 上 实数 开 方 根 的 近似 计 
算 要 快 得 多 。 但 是 ， 解 二 次 、 三 次 及 四 次 方程 的 公式 的 存在 
性 证 明了 这 些 方 程 分 别 有 2 个 、3 个 及 4 个 根 。 那 未 ，n 次 
方程 究竟 有 多 少 根 呢 ? 

和 如果 存在 一 个 数字 系数 (实数 或 复数 ) 方 程 ， 它 没有 实 根 
或 复 根 ， 则 数 的 王国 还 必须 进一步 扩大 。 幸 好 没有 这 种 必 
要 ， 因 为 对 于 解 任意 数字 系数 方程 复数 就 是 够 了 下 面 的 
定理 保证 了 这 一 点 

ВИНЕ ва, 它们 是 复 根 或 
某 些 是 实 根 ， 其 中 有 些 根 可 能 相等 ， 即 是 重 根 ， 

这 条 定理 被 称 为 高 等 代数 的 基本 定理 。 它 是 由 D74Alem- 
Бег! ( 1717—1783 >21 Саизз( 1777—1855) ПЕНН 9, я] iB 218 
世纪 ， 但 是 他 们 的 证 明 直 到 19 世 纪 才 完全 严格 化 ;目前 ， 关 
于 这 条 定理 的 不 同 的 证 明 有 好 几 十 个 。 

基本 定理 中 提 到 的 重 根 的 概念 ， 其 意义 理解 如 下 。 可 以 
证 明 ， 如 采 一 个 于 次 方程 

ах" +a, x Tt +=. +a. X +a, = №) 
fin 个 根 ， 记 为 aaz… cn， 则 方程 的 左边 可 因 式 分 解 为 
aG x" +a xl +. +a, . X +a, 


=a (xX—a,)X(x— g,)e .( X — а). 
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有 反 过 来 ， 如 果 方 程 的 左边 可 以 作 如 上 的 分 解 , 则 а, а, «6,0, 
хе УЕ НУ. ER 01,03, 6,0, 中 可 能 有 若干 个 是 相等 的 
ЯН, а, =а, = 6. =а,4Н а-а), [=К+1,К +5, ***,п, НП 
在 方程 左边 的 因 式 分 解 中 因 式 x фа, НВК, ИК LB), 
о, 被 称 为 是 重 根 ， 或 更 准确 些 ， 称 为 K 重 根 。 
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mq = АЗЫ Ж { ЖЕ ЯН ЕАН рр ВВ FIREA, 
但 它 并 不 提供 求 方程 根 的 具体 方法 。 然 而 ， 许 多 技术 性 问题 
要 求 了 解 实 系数 方程 根 的 有 关 信 息 。 由 于 在 实际 工作 中 ， 方 
程 系 数 本 身 是 测量 的 结果 ， 因 而 并 不 必定 要 求知 道 有 关 根 的 
确 线 悄 况 ， 只 需 近 似 知道 就 行 了 ， 当 然 精 确 程 度 依赖 于 测量 
的 精确 度 。 
和 

ах” +a x" + 十 ah_Ix+an=0， | 
已 知 它 有 AR. ететш 如 果 有 ， 则 有 几 个 ? 
近似 地 位 于 什么 位 置 ? 我 们 具体 回答 这 些 问 题 如 下 。 记 方程 
左边 的 多 项 式 为 1(x)， 即 令 

АС» = ах" + ах?! +... а а, x ta. 
字 过 函数 概念 的 读者 知道 我 们 是 在 将 方程 左边 视 作 变量 x 的 
RR EITE., BE x 的 任意 一 个 数值 4 НИЕ АЛЛО 
表达 式 ， 在 做 完 所 有 的 运算 后 ， 我 们 将 得 到 一 个 数 ， 称 之 为 
多 项 式 f(x) 的 值 ， 记 为 1(a)。 例 如 

f(x) =x3— 5х? + 9х +] 
№а=2, А 
JO) =2%- 5.92 +2.9 +1] = – 7, 
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-下面 ， 我 们 用 描 点 法 作出 多 项 式 /x) 的 图 像 ， 先 在 平面 
上 选 定 一 个 坐标 系 ( 见 图 2 )， 在 选取 x 的 值 a 并 算出 相应 的 
多 项 式 1(x) 的 值 1(4) 后 ， 在 平面 上 标 出 一 个 点 ， 使 它 的 横 坐 
标 是 a ， 纵 坐标 是 1(a)， 即 标 出 点 (a, 了 (a))， 如 果 能 对 所 有 
的 & 都 这 样 做 ， 则 平面 上 的 这 些 点 就 组 成 一 条 曲线 。 它 与 横 
轴 的 交点 或 与 横 轴 相 切 的 点 的 横 坐 标 а 将 满足 /f(a) = 0， 从 
而 是 方程 的 实 根 。 

不 幸 的 是 ， 由 于 值 可 取 无 限 个 ， 因 而 不 可 能 标 出 所 有 
HCG, 17) 点， 于 是 ， 只 要 标 出 有 限 个 点 就 应 感到 满足 。 为 4 
简便 起 见 ， 我 们 挑选 若干 个 正 整 数 和 负 整 数 的 a 值 ， 在 平面 
上 标 出 相应 的 点 ， 然 后 用 一 条 尽 可 能 光滑 的 曲线 将 它们 连结 
起 来 。 有 一 个 结果 证 明了 ， 只 需 取 在 -~ B 和 8B 之 间 的 整数 值 
a RALAT, Жү В Хш: ilaj | 是 方程 中 x"* 的 系数 
的 绝对 值 (不 妨 插 一 句 ， 如 果 a 二 0， 则 |a| = a;， 如 果 a 二 0， 
Bilal = — a), 并 记 A 是 其 他 系 %Ж а,,4;,""%,а, isän 的 绝对 
值 中 的 最 大 者 ， 则 

B= 7 т. 
但 是 ， 经 常 发 生 的 情况 是 ， 这 个 界 还 是 太 大 ， 
例 1 用 描 点 法 画 出 多 项 式 
f(x) = х3 – 5х? +9х+1 
的 图 形 。 这 时 |ao| =1МА=5, НА В=6. 其实， 在 这 个 全 
子 中 ， 我 们 只 需 取 在 -1 和 5 之 间 的 a 值 就 行 了 。 我 们 将 这 
些 值 及 相应 的 多 项 式 1(x) 的 值 列 成 表格 并 作出 图 形 ( 见 图 3). 

由 图 3 可知， 方程 的 所 有 3 Таро, Аа Е, Н 

它们 分 别 位 于 : | 
—1<а,< 0, 0<а,<1, 4<а.<5. 
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可 以 看 到 ， 实 际 上 并 不 一 定 要 画 出 图 形 ， 因 为 可 以 发 现 
图 形 和 横 轴 的 交点 是 在 这 样 的 两 个 相 邻 的 0 值 之 间 ， 与 它们 
相应 的 1(9) 取 相反 的 正 负 号 ， 因 此 只 需 审视 表格 中 /(0) 的 值 


У 

а Ка) 

| 0. 

9 1 

т: 2 545 қ _, 

в т ü 

| 2 一 了 

Е --11 

4 | — 7 
5 11 


— 


ІҢ 3 


Г. 5 

在 上 面 的 例子 中 ， 如 果 发 现 图 形 与 模 轴 的 交点 少 于 3 个 ， 
也 许 会 认为 这 是 由 于 图 形 不 完整 (我 们 只 凭 ? 个 点 画 出 曲线 )， 
从 而 遗漏 了 方程 的 其 它 几 个 根 。 但是， 有 好 几 种 方法 能 确切 
地 告诉 我 们 方程 究竟 有 几 个 实 根 ， 其 至 也 能 告诉 我 们 在 任意 
两 个 给 定 的 数 < 及 44 一 5) 之 间 究 阁 有 几 个 实 根 。 但 我 们 不 
打算 在 这 儿 叙述 这 些 方法 。 | 
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下 面 的 定理 有 时 是 很 有 用 的 ， 因 为 它们 告知 了 有 关 实 根 
(甚至 正 根 ) 的 在 在 性 的 信息 . 

任意 奇数 次 实 采 数 方 程 至 少 有 一 个 实 根 . 

如 果实 采 数 方程 中 的 首 项 条 数 a, 与 常数 项 a, 的 符号 相 
反 ， 则 方程 至 少 有 一 个 正 根 。 另 外 ， 如 果 这 个 方程 还 是 偶数 
次 的 ， 则 它 至 少 有 一 个 负 根 。 

因此 ， 方 程 


х1—-8х9?+х-2=4) 
至 少 有 一 个 正 根 ， 而 方程 


xê + 2х5 — х? +7x-—]=0 


Рен FR X £p fi АШ. ТОКЕ В) РЕ 
都 很 容易 证 实 。 


$5 方程 的 近似 解 
在 上 上 一 广 中， 我 们 找到 了 一 些 相 分 的 整数 值 ， 使 得 方程 


x3 — 5х? +9x +] = 0 


的 实 根 在 它们 之 间 。 同 样 的 方法 可 以 使 这 个 方程 的 根 更 精确 
地 被 找到 。 例 如 ， 我 们 考虑 根 oz, 它 在 0 MIZE. Рх = 
0.1,0.2,…,0.9， 分 别 计算 这 个 方程 的 左边 1(x) 的 值 ， 可 以 
发 现在 其 中 的 两 个 相 邻 的 * 值 之 间 ， 多 项 式 f(x) 的 图 形 与 横 
轴 相 交 ， 即 可 以 计算 根 4 的 利 精 确 到 十 分 之 一 。 = 
继续 这 样 做 下 去 ， 则 我 们 可 以 求 得 根 a 的 值 精确 到 百 分 
之 一 ， 千 分 之 一 等 等 ， 或 者 ， 在 理论 上 ， 可 以 精确 到 我 们 所 
希望 的 任意 精确 度 。 但 是 ， 这 种 做 法 涉及 到 一 大 堆 繁 正 的 计 
算 ， 而 且 马 上 会 发 现 难以 实际 完成 。 从 而 导致 了 去 创造 各 种 
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_ о 


能 抉 得 多 地 去 近似 计算 方程 实 根 的 近似 值 的 方法 ,下面 介 
绍 其 中 最 简单 的 一 种 并 应 用 它 去 求 前 面 讨 论 的 三 次 方程 的 实 
根 %。>。 但 首先 要 做 的 一 件 有 用 的 事情 是 寻找 比 我 们 已 经 知道 
的 界限 ( 即 0 二 a, 二 1) 要 更 窗 一 些 的 界限 。 为 此 先 计算 方程 的 
根 精 确 到 十 分 之 一 。 如 果 读 者 对 x=0.1,0.2,…,0.9， 分 别 
计算 多 项 式 
f(x)= х? — бх? + 9х +] 
的 值 ， 则 会 得 到 
100.7) = 0.293, 300.8) = ~ 0.088, | 


因为 二 者 的 符号 正 相 反 ， 所 以 有 
0.7<а.<0.8. 


我 们 介绍 的 方法 如 下 。 给 定 一 个 n 次 方程 ， 方 程 的 左边 
іа 0/0): 并 且 已 知 方程 有 一 个 实 根 a (不 是 重 根 ) 在 4 和 4 
之 闻 ，4 一 b。 如 果 界 限 acab 已 经 充分 狭 罕 了 ， 则 有 一 个 
公式 可 算得 根 a 的 两 个 新 的 界限 。 和 4， 使 比 原来 的 界限 要 
狭窄 得 多 ， 也 就 是 说 ， 更 精确 地 确定 了 根 a 的 位 置 。 这 时 ， 
或 者 有 c 二 a<-d， 或 者 有 d<a<c， x 


究 限 c 由 公式 
_ bf(a) -~ afb) 
 J(a)- Ж 
算得 。 
在 我 们 的 例子 中 ca=0.7，2=0.8，Fa) 及 10) 的 值 见 
前 。 因 此 ， | 


_0.8*0.293-0.7-(-0.088) 
2277 0.992-(-0.088) 


0.2344 + 0.0616 _ | 
š 0.381 = 0.7769.... 
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Я 2 АЕО -- ТӘЖ, БЕЛ 
辅助 作用 ， 实 际 上 ， 这 一 概念 属于 数学 的 另 一 个 分 支 一 一 微 
Е — п £ JN 


f(x) = ajx" + a,x” | Hax”? + ee +a, — X“+a, X +a,, 
称 (n — 1) 次 多 项 式 


f'(x) = пах" + (п- Да x"-2 + (п 9)a,x"n-3 


十 二 CQ X 4а, , 


是 前 一 个 多 项 式 的 导数 ， 记 为 六 (xz)。 这 个 多 项 式 是 按 下 面 
的 规则 由 /六 zx) 导出 的 : МАЛО — Ma F x 的 
ІН ВС n-k, Шынына 另外 ， 和 常数 项 a, 消 
失 ， 因 为 可 将 其 视 作 av =а,х°. 

还 可 以 再 求 多 项 式 f(x) 的 导数 ， 它 将 是 一 个 (n -2) 次 
多 项 式 ， 被 称 为 多 项 式 f(x) 的 二 阶 导 数 ， 记 为 1”(x). 

因此 ,对 于 我 们 所 讨论 的 多 项 式 f (x)=x3-5x?+2x+1， 


f’(x)= 3х? — 10х +2 
f'(x) = 6x — 10, 
ЯК 4 现在 可 以 计算 了 ， 它 由 公式 
4-,-24) 


给 出 。 下 面 的 规则 指示 如 何 选取 以 上 两 个 公式 中 的 一 个 。 如 
果 两 个 界限 ( а 及 b ) 已 被 选取 得 充分 接近 ， 则 在 x = a 和 x = b 
处 ， 二 阶 导 数 /”(x) 通 常 将 有 相同 的 正 负 号 ， 而 fa) 和 feb) 
的 正 负 号 相反 ， 这 后 一 点 是 我 们 早已 知道 的 。 如 果 SOM 
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1(Q) 的 正人 负 号 相同 ， 则 必须 按 第 1 个 公式 计算 4， 即 其 中 用 
到 界限 a 的 公式 ， 但 是 ， 如 果 f”(5) 和 /05) 的 正 负 号 相同 ， 
则 必须 用 第 2 ХАЖ, Жанат». 

在 我 们 所 这 论 的 例子 中 ， 对 于 a = 0.7 和 4b = 0.8， 二 阶 导 
ҚҒС ЕШ. ІМ, H T f(a)>0K /(b)<0, НА 
AL Тал НИЯ d. /(0.82- -4.08 f 

— 0.088 _ A PPQ A... 
— 4.080 0:8 -0.0215.. = 0.7784 . 
于 是 ， 对 于 根 a。， 我 们 求 得 了 比 先前 更 窄 的 界限 : 
0.7769““<2а,<20,7784%", 
或 者 ， 略 微 宽 一 些 ， О 
0.7769<<4,<20.7785. 
如 果 取 9, 为 已 算得 的 两 个 界限 的 算术 平均 值 ( 即 两 数 和 的 一 
半 )， 则 


4=0.8 - 


| 1, =0.777, 
其 误差 不 超过 0.0008， 等 于 两 个 界限 的 差 的 一 半 ， 
如 果 所 得 的 精确 诬 还 不 够 ， 则 可 以 再 用 一 次 上 面 介绍 的 
方法 去 求 根 2; 的 新 界限 。 不 过 ， 这 时 会 涉及 更 复杂 的 计算 。 
求 方程 的 近似 解 的 其 他 方法 可 以 有 更 高 的 精确 度 。 其 中 
的 一 个 不 仅 可 以 用 于 计算 方程 的 实 根 ， 也 能 用 于 计算 复 根 的 
近似 值 的 最 好 的 方法 ， 是 由 俄国 数学 家 NN.I.Lobachevsky 
(1793 一 1856) 建 立 的 ， 他 是 非 欧 几何 的 创立 者 。 


$7 W 


在 前 儿 节 中 讨论 的 代数 方程 求 根 问 题 ， 可 以 在 更 广泛 的 
形式 中 进行 考虑 。 为 实现 这 一 目标 ， 我 们 在 此 介绍 代数 学 中 
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[的 -一 个 最 重要 的 概念 ， 

先 看 一 下 下 面 的 3 个 数 系 ， 有 理 数 集 ， 实 数 集 和 复数 
集 。 我 们 可 以 在 每 个 数 集中 分 别 进行 加 、 减 、 乘 、 除 (除了 除 
以 0 以外) 运算 ， 而 不 离开 数 集 本 身 。 但 所 有 整数 的 集合 却 
没有 这 条 性 质 ， 因 为 除法 并 不 总 能 做 (例如 数 2 不 能 整除 5); 
所 有 正 实数 的 集合 也 不 行 ， 因 为 减法 并 不 总 能 做 ， 

读者 已 经 熟悉 了 诸如 多 项 式 的 加 法 和 乘法 及 物理 学 中 的 
力 的 加 法 等 这 些 不 是 以 数 为 对 象 的 代数 运算 。 附 带 地 说 ， 在 
定义 复数 时 我 们 还 考虑 了 平面 上 的 点 的 加 法 和 乘法 。 

一 般 说 来 ， 设 集合 也 给 定 ， 它 可 能 是 由 数组 成 的 ， 也 可 
能 是 由 几何 个 体 组 成 的 ， 或 者 可 能 是 由 我 们 称 之 为 集合 的 元 
素 的 任意 个 体 组 成 的 。 在 集合 P 中 定义 加 法 及 乘法 运算 ， 即 
对 于 PP 中 的 任意 - -对 元 素 4。 及 b ， 指 定 P 中 一 个 完全 确定 的 
Е c 称 为 它们 的 和 : 


с=а +; 
同时 指定 P 中 一 个 完全 确定 的 元 素 4 ， 称 为 它们 的 积 : 
| d = ab, 
在 其 上 定义 了 加 法 及 乘法 运算 的 集合 尸 被 称 为 是 一 个 
城 ， 如 果 这 些 运算 具有 下 列 5 条 性 质 ， | 
I .两 种 运算 都 是 可 交换 的 ， 即 对 任意 4 及 5。 有 


a+b=b+a, ab = ba, 
П. 两 种 运算 都 是 可 结合 的 ， 即 对 任意 a, 及 “ 有 
(а+Ьу)у+с=а+(Ь+су, (ab)e = ас). 
Ш. ЖЕРАР, ШАН а, Же 
аже) = а ғас, | 
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у. TARAR, ТЕЖАК Ьь, Л 


a+x=b 
在 已 中 有 唯一 的 根 ， 
V .可 以 做 除法 ， 即 对 于 任意 a 及 b ， 只 要 4 不 等 于 0， 
方程 
ax=b 
在 已 中 有 唯一 的 根 。 


条 件 V 中 提 到 了 0 ， 它 的 存在 性 可 以 从 条 件 工 一 区 导 
出 。 实 际 上 ， 如 果 a 是 中 的 任意 一 个 元 素 ， 则 由 条 件 ， 
存在 中 的 一 个 元 素 满足 方程 


ажх=а 
(Cb 也 可 以 取 成 a 本 身 )。 由 于 这 个 元 素 与 4 的 选取 有 关 ， 因 


此 记 作 0.， 即 
а+ 0, =а. (1) 


如 果 “是 已 中 另外 一 个 任意 元 素 ， 则 也 存在 唯一 的 元 素 0 满 


EFA 
b+0, =b, (2) 


车 能 证 得 0。 = 0, 对 任意 4a 和 4b 成立， 则 在 P 中 存在 一 个 元 
素 ， 对 所 有 的 元 素 4 都 起 着 0 的 作用 ， 下 面 ， 我 们 来 证 明 这 


— i, 
Б c 是 方程 
a+x=b 
的 根 ， 它 的 存在 性 由 条 件 玉 保证 ， 因 此 有 
а+с= 0, 


在 等 式 (1) 的 两 边 同 时 加 上 元 素 。， 由 于 和 的 唯一 性 ， 因 此 
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` 


等 号 仍 成 立 ， 即 
(a+Ü,)+oe=a+o, 


上 式 右边 等 于 b， 由 条 件 工 及 人 ， 上 式 左边 等 于 b+0。。 因 
此 ио 

b + 0a = р. 
НАВЕС, WERN, УХЕ 
根 ， 因 此 我 们 最 终 得 到 


Oa = 0,. 


这 就 证 明了 ， 在 任何 域 P 中 都 有 0 元 素 ， 即 ， 存 在 元 素 ' 
0 使 对 尸 中 任意 元 素 a， 等 式 


а+0=а 


成 立 ， 因 而 条 件 V 是 完全 有 意义 的 ， 

我 们 已 经 知道 了 域 的 3 个 例子 一 一 有 理 数 域 ， 实 数 域 及 
复数 域 ， 间 时 也 知道 所 有 整数 的 集合 及 正 实数 的 集合 都 不 是 
域 。 除 了 这 3 个 域外 ， 存 在 有 无 数 个 域 。 例如， 在 实数 域 和 
复数 域 里 包含 有 许多 不 同 的 域 ， 它 们 统称 为 数 域 . 但 有 些 
域 比 复数 域 大 .这 些 域 的 元 素 不 再 被 称 为 数 ， 但 由 它们 组 成 
的 域 在 数学 研究 中 会 被 用 到 。 下面 介绍 这 种 域 的 一 个 例子 。 

考虑 任意 复 系 数 和 任意 次 数 的 所 有 可 能 的 多 项 去 


J(x) = вх" +a x") + +a,- x ав, 


其 中 的 0 次 多 项 式 就 是 复数 本 号 。 复 系数 多 项 式 按照 我 们 熟 
知 的 法 则 可 以 进行 加 减 乘 运算 ， 但 并 不 构成 域 ， 因 为 一 个 多 
项 式 被 另 一 个 多 项 式 除 时 ， 结 果 并 不 一 定 是 多 项 式 。 
考虑 两 个 复 系数 多 项 式 的 比 
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/ (x) 
gx)’ 


F Z м ЯСИА RAA P gox НО, ЖЖҒЫ 
们 视 作 分 式 那 样 处 理 。 于 是 ， 


JG) _ f(x) 
g(x) (x) 
当 且 仅 当 
f(x)W(x) = 0009000, 


此 外 有 
000 Рау уш) JOWE) + g(x)u(x) 


9(x) ` a g(x)u(x) 
f(x) uCx) _ леди 


— — — жә. 


g (x) ЕТЕ? S 9(x)t'(x) ° 
0 元素 的 作用 是 由 分 子 为 0 的 分 式 扮 演 的 ， 即 形式 为 
ОВ JG 
的 分 式 。 显然 ， 所 有 这 种 类 型 的 分 式 都 相等 。 最 后 ， 如 果 分 


式 "” 不 等 于 0， 即 u(x) 一 0， 则 有 


Рох) ибо РОх)о Сх). 
g(x) V(x) 9(х)и(х)* 
容易 检验 有 理 函 数 及 以 上 运算 符合 域 的 定义 中 的 所 有 条 
件 ， 因 此 可 以 称 之 为 复 系数 的 有 理 函 数 域 .因为 分 子 和 分 
母 都 是 0 次 多 项 式 的 有 理 函数 就 是 复数 ， 而 所 有 的 复数 又 都 
能 写成 这 种 形式 ， 所 以 复数 域 完 全 被 包含 在 这 个 域内 ， 
不 要 以 为 任意 一 个 域 不 是 被 包含 在 复数 域内 就 一 定 包含 
Тын, жааи IL НВ УСЕН У. 
只 要 用 到 域 ， 我 们 就 一 定 会 讨论 由 这 些 域 的 元 素 作为 系 
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数 的 方程 ， 随 之 而 来 的 是 ， 这 种 方程 的 根 的 存在 与 否 就 是 
个 问题 ， 例 如 ， 在 某 些 几何 问题 中 ， 我 们 会 遇 到 以 有 理 函 数 
域 的 元 素 作为 系数 的 方程 ， 它 们 的 根 被 称 为 代数 函数 。 适 用 
于 数字 系数 方程 的 高 等 代数 基本 定理 ， 对 于 以 任意 一 个 域 的 
元 素 作 为 系数 的 方程 就 不 再 适用 了 ， 取 而 代 之 是 以 下 的 一 般 
EM, | 

设 P 是 一 个 域 及 


ах" ах” t+ +a, x+a,=0 


是 一 个 n 次 方程 ， 其 系数 是 域 P 中 的 元 素 。 结论 是 ， 这 个 方 
程 的 根 ， 不 管 是 在 域 P 中 还 是 在 更 大 的 域 中 ， 都 不 可 能 超过 
n 个 。 同 时 ， 域 可 以 扩张 为 域 O( 即 0 是 一 个 域 且 包 含 P 
一 译注) ， 使 方程 在 C 中 正好 有 n 个 根 (其 中 有 些 可 以 是 
重 根 ) 。 甚 至 下 面 的 定理 也 是 成 立 的 : 


任意 一 个 域 已 都 可 以 扩张 为 域 万 ， 使 得 以 P 中 元 о 


者 甚至 以 2 中 元 素 为 对 数 的 任意 方程 在 中 有 根 ， 而 且 根 的 
个 数 正好 等 于 方程 的 次 数 。 = 

域 了 称 之 为 代数 闭 域 。 高 等 代数 基本 定理 显示 ， 复 数 域 
是 一 个 代数 闭 域 。 | 


Жой 语 


在 这 篇 文章 里 ， 我 们 自始至终 讨论 一 个 变数 的 方程 。 在 

急 等 代数 中 ， 学 了 一 次 方程 之 后 学 习 二 次 方程 。 另 外 ， 还 从 

一 元 一 次 方程 发 展 到 二 元 一 次 方程 组 及 三 元 一 次 方程 组 。 大 

学 里 的 高 等 代数 课程 继续 沿 着 这 一 方向 发 展 ， 教 学 生 如 何 去 

解 由 7 个 一 次 方程 组 成 的 4 元 方程 组 及 方程 个 数 与 未 知 数 个 
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数 不 相 等 的 方程 组 .包含 在 经 阵 论 中 的 一 次 方程 理论 及 其 他 
一 些 有 关 理 论 组 成 了 代数 学 中 的 一 个 特殊 分 支 一 一 线性 代 
数 ， 它 被 广泛 应 用 于 几何 及 其 他 一 些 数学 学 科 ， 也 被 广泛 应 
用 于 物理 及 理论 力学 . x 

必须 记 住 ， 代 数 方程 及 线性 代数 的 理论 现在 与 许多 科学 
有 联系 。 由 于 数学 及 物理 的 其 他 一 些 相 关 分 支 的 要 求 ， 集 合 
(其 中 定义 了 代数 运算 ) 的 研究 至 关 重 要 。 除 了 域 论 (其 中 
还 包含 代数 数 及 代数 函数 的 理论 ) 外 ， 环 论 的 研究 也 很 活 
跃 。 环 是 一 个 定义 了 加 法 和 乘法 的 集合 ， 这 些 运 算 只 要 求 满 
足 域 的 定义 中 的 条 件 工 一 了 ， 所 有 整数 的 集合 就 是 一 个 环 。 
在 本 书 中 ， 我 们 还 提 到 了 代数 学 中 另 一 个 非常 重要 的 分 支 ， 
即 群 论 。 群 是 定义 了 一 种 运算 一 一 乘法 一 一 的 集合 ， 且 乘法 
必须 是 可 结合 的 ， 另 外 ， 可 以 毫 无 约束 地 做 除法 . 

我 们 经 常会 遇 到 一 些 非 交换 的 代数 运算 〈 例 如 乘积 随 因 _ 
数 交 换 位 置 而 改变 的 乘法 》 及 非 结 合 的 代数 运算 〈 例 如 ，3 
个 因数 相 乘 的 乘积 随 括 号 的 位 置 不 同 而 改变 的 乘法 》 在 用 根 
式 求 方程 的 解 的 讨论 中 用 到 的 那些 群 是 非 交换 群 。 


( 朱 学 贤 译 ， 刘 8%) 
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编者 按 “陈省身 先生 在 “二 十 一 世纪 的 数学 ” (数学 
进展 ， 第 21 卷 ， 第 4 期，1992，385 一 389) 一 文中 指出 ，; 
“一 个 数学 家 应 当 了 解 什么 是 好 的 数学 ， 什 么 是 不 好 的 
或 不 大 好 的 数学 。 有 些 数 学 是 具有 开创 性 的 ,有 发 展 的 ， 
这 就 是 好 的 数学 。 还 有 一 些 数学 也 这 有 意思 ， 但 渐渐 变 
成 一 种 游戏 了 。…… 让 我 举例 来 谈 谈 。 大 家 是 否 知道 有 
个 拿破仑 定理 ? 这 个 定理 也 许 和 拿破仑 并 没有 关系 ， 却 


也 蛮 有 意思 ， 定 理 是 说 任 给 一 个 三 角形 ， 在 各 边 上 各 作 


等 边 三 角形 ， 然 后 将 这 三 个 等 边 三 角形 的 重心 连 起 来 ， 
又 是 一 个 等 边 三 角形 。 各 边 上 的 等 边 三 角形 也 可 朝 里 面 
做 ， 得 到 两 个 解 ， 等 等 。 这 个 数学 就 不 是 好 的 数学 ， 因 
为 它 难 有 进一步 有 发展。 当然， 如 果 你 感到 累 了 ， 愿 意 想 
想 这 些 问 题 ， 也 蛮 有 意思 ， 这 好 像 一 种 游戏 。 那 么 什么 
是 好 的 数学 ? 比方 说 解 方程 就 是 。 搞 数学 都 要 解 方程 .” 
“一 次 方程 易 解 ,二 次 方程 就 不 同 。 

和 一 =0 
有 实数 解 。 


x +] = 0 


就 没有 实数 解 。 后 来 就 加 进 复数 ， 讨 论 方程 的 复数 解 。 


大 家 知道 的 代数 基本 定理 就 是 ”次 代数 方程 必 有 复数 
解 。…… 欧 拉 就 曾 研究 过 代数 基本 定理 ， 结 果 一 直 没有 
证 出 来 。 后 来 还 是 高 斯 发 现 了 复数 与 折 扑 有 关系 ， 有 
了 新 的 理解 ， 因 为 模 等 于 1 的 复数 表示 一 个 圆周 ， 在 这 
圆周 上 就 会 有 很 多 花样 。 第 一 个 会 证 明代 数 基本 定理 的 
是 高 斯 ， 而 且 给 了 不 止 一 个 证 明 。》 
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本 文 就 是 介绍 这 一 个 “不 是 好 的 数学 ”， 却 “也 襄 
有 意思 ”的 实例 一 拿破仑 定理 及 其 有 关 问 题 。 在 本 书 
的 另 一 文 “任意 次 代数 方程 ”中 介绍 “好 的 数学 ”一 一 
解 方程 。 让 大 家 对 什么 是 不 好 的 数学 和 好 的 数学 有 一 点 
具体 的 认识 ， 提 高 我 们 对 此 问题 的 鉴别 能 力 ， 引 起 大 家 
的 重视 。 以 使 我 们 在 中 学 生 的 课外 活动 中 А 可 能 地 把 
“好 的 数学 ”介绍 给 他 们 。 


一 个 “不 好 的 数学 "的 全 
一 一 Napoleon，Escher 与 平面 拼 铺 问题 


J.F.Rigby 


ШГЕ Napoleon (拿破仑 ) 和 Escher АЖ) 都 有 以 
他 们 的 名 字 命 名 的 有 关 三 角形 的 定理 。 不 it, Napoleon 
本 人 是 否 具备 是 够 的 几何 学 知识 来 证 明 Napoleon 定 M 
([3,p.63]) 尚 不 得 而 知 ， 但 Escher 本 人 显然 未 曾 给 出 
Escher 定理 的 后 一 部 分 的 证 明 。 其 实 ，Escher 定理 的 前 
一 部 分 正 是 Napoleon 定 理 的 某 种 形式 的 逆 定 理 ， 而 且 这 
两 个 定理 都 可 以 用 平面 拼 铺 方法 来 证 明 ， 这 种 用 全 等 的 
图 形 拼 铺 平 面 的 方法 ， 相 信 已 为 Escher 所 知 ， 并 为 他 
所 爱好 。 | е 
给 定 任 意 一 个 三 角形 ， 我 们 可 以 用 与 这 个 三 f JE 全 等 
的 三 角形 及 三 种 规格 的 等 边 三 角形 来 拼 铺 平面 ， 如 图 1 所 
示 。 图 中 那些 最 小 的 等 边 三 角形 的 中 心 显然 是 如 图 2 中 实 线 
所 示 的 等 边 三 角形 网 格 的 顶点 ， 而 其 余 的 两 种 规格 的 等 边 三 
角形 的 中 心 则 恰好 落 足 这 些 三 角形 的 中 心 上 。 因 此 我 们 从 图 
2 可 以 看 到 ， 所 有 这 些 实 线 的 等 边 三 角形 的 中 心 及 其 顶点 构 
成 了 更 小 的 等 边 三 角形 网 格 (如 图 中 虚线 所 示 ) 的 顶点。 
图 3(a) 是 图 工 的 局 部 ， 因 此 图 3(a) 中 的 三 个 等 边 三 角形 的 中 
心 恰好 是 另 一 个 等 边 三 角形 的 三 个 顶点 ,. 这 就 是 熟知 的 Na- 
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poleon 定理 。 上 面 给 出 的 证 明 可 在 C9] 中 找到 ， 那 里 还 25 
有 一 张 图 用 以 说 明 : 如 果 把 拼 铺 的 思想 推广 一 下 ， 像 图 3Cb) 
那样 向 给 定 的 三 角形 内 部 的 方向 作出 三 个 等 边 三 角形 ， 则 同 
样 的 结果 可 类 似 地 证 得 。《〈 另 外 ，[9] 中 还 有 一 些 有 意思 的 
推广 ， 考 虑 作出 的 三 个 不 是 等 边 三 角形 ， 而 是 相似 三 角形 ， 
有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 一 下 。 一 一 译 者 注 ) 


D .我们 在 文 末 附 录 中 给 出 了 一 个 几何 证 明 。 一 一 译 者 注 
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NZ 
(b) | 
A 


在 荷兰 画家 М. C. Escher 的 一 本 笔记 中 有 一 些 关 于 一 
类 特殊 的 六 边 形 的 有 趣 的 结果 。 虽 然 这 些 结果 在 此 之 前 就 已 
知道 ， 但 我 们 仍 用 Escher 定理 的 标题 把 它们 组 织 在 一 起 ， 
这 个 定理 可 叙述 如 下: | 
定理 (1) Ш АВС 是 一 个 等 边 三 角形 ，E 是 任意 一 点 
( 见 图 4)。 设 点 FF 使 得 AF= AE R.Z ЕАЕ=120°, Ш “О 
使 得 Вр=- ВЕ H. ZDBF =120°, Ш CE=CD Н ZECD= 
120°, | | | | 
(ii) 可 以 用 与 4FBDCE 全 等 的 六 边 形 拼 铺 平面 ， 
(11) 图 4 中 的 直线 AD,BE,CF Жи. 
Escher 的 笔记 已 由 Doris Schattschneider([10]) 教授 编 
辑 出 版 。 她 在 给 我 的 一 封 信 中 谈 到 ; “上 scher 很 可 能 已 经 知 
m Е. Haag 的 论文 ([5J，〉 中 的 那 种 特殊 的 拼 铺 六 边 Ж. Хх 
篇 文章 及 早 一 些 的 一 篇 文章 ([4]) Я fE h Escher №) Ж 50 
(或 异 母 ) 兄弟 B，CG，Escher 在 1937 年 提供 给 他 的 文献 目 
” 录 上 。 他 相当 仔细 地 研究 了 论文 [ 5 ]， 复 制 了 许多 图 ， 其 中 
包括 上 面 所 说 的 特殊 六 边 形 的 拼 铺 图 。 从 这 两 篇 文 章 我 认 
为 ， 了 aag 并 没有 提 及 这 个 六 边 形 的 对 角 线 。 事 实 上 ， 了 scher 
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在 陈述 他 的 定理 有 时， 在 有 关 对 角 线 部 分 的 句子 下 划 了 了 线 ， 但 
并 未 给 出 参考 文献 和 证 明 。 这 使 我 确信 ， 那 是 了 scher 目 己 的 
发 现 。 他 还 在 给 儿子 George 的 信 中 询问 他 是 否 能 够 证 明 这 
一 结果 。 37 

为 了 证 明 G)， 我 们 对 三 角形 DEF 应 用 Napoleon 定 理 . 
因为 点 4 是 以 EF 为 边 作出 的 等 边 三 角形 的 中 心 ， 点 BB 是 以 
FD 为 边 作 出 的 等 边 三 角形 的 中 心 ， 所 以 由 Napoleon 定理 ， 
分 别 以 三 角形 DEF 的 各 边 作 出 的 三 个 等 边 三 角形 的 中 心 为 
顶点 确定 一 个 等 边 三 角形 ， 而 已 知 АВС 是 等 边 二 角形 ， H 
此 C 必定 是 以 DE 为 边 作 出 的 等 边 三 角形 的 中 心 。 这 就 得 到 
了 所 要 的 结论 (i)， 

机 敏 的 读者 也 许 会 注意 到 ; 以 EF 或 РО 为 边 可 以 作出 
两 个 等 边 三 角形 ， 从 而 以 AB 为 边 的 等 边 三 角形 也 有 两 个 ， 
因此 上 面 给 出 的 证 明 不 严谨 。 但 是 定理 本 身 也 并 没有 作出 足 
够 严谨 的 陈述 ! 例如 ， 图 5 满足 定理 的 条 件 ， 而 且 一 F4E 
和 DBF 也 是 按 同样 的 转向 度量 的 , 但 是 定理 的 结论 却 椒 成 
立 。 这 是 因为 三 角形 ABC 有 .“ 错 误 的 定向 ”。 这 个 问题 可 
以 用 更 仔细 地 推荐 这 个 定理 的 陈述 得 到 解决 ， 而 这 一 点 大 概 
并 未 困扰 Escher， 所 以 也 不 必 让 它 来 困扰 我 们 ， 
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如 图 6 所 示 ， 通 过 做 每 个 等 边 三 角形 的 中 心 与 该 三 角形 
的 三 个 顶点 的 连 线 ， 由 图 1 立即 可 以 得 到 (ii) 中 的 拼 铺 。 


Escher 定理 的 第 三 部 分 是 下 述 结果 的 一 种 特殊 情况 ( 见 
7). ü 

ix А’ЕР,В’РО,С'РЕЖМАЕЯЕ DEF 各 边 向 外 作出 
的 相似 的 等 腰 三 角形 。 则 直线 4’D,B' 上 ,CF 正 共 点 。 还 可 
以 证 明 ， 当 等 腰 三 角形 的 形状 改变 时 ， 这 些 直线 交点 的 轨迹 
是 过 点 D,E,F 的 一 条 等 轴 双 曲线 ， 

这 些 结果 的 证 明 可 在 [2] 或 上 8] 中 找 到 。Hans Cornet 提 
供 了 了 力 外 三 局 参考 文献 Escher 定理 特殊 情况 的 证 HH 见 [6] 
和 [7j; 一 般 情况 下 共 点 性 的 一 个 证 明 可 参见 O. Bottema 的 
P 〈[1J， 第 一 版 ， 第 36 页 ， 第 二 版 ， 第 51 页 )， 这 个 证 明 非 
党 简短 和 精美 ， 值 得 在 此 予以 重 述 ， 

在 图 7 中 ， | 

ED”/D"F = ЛЕРА'/ ДЕЮА” (和 A 表 示 三 角形 的 面积 ) 
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=- DE . ЕА’ зіп DEF +9) / | }FD-FA'sin(DFE +) 


= DE sin( DEF + 0)/[ FD sin( DFE + Ф) ], 
利用 这 个 等 式 及 另外 两 个 类 似 的 式 子 ， 可 得 


(ED”"/D"F)(FE”/E”D)(DF”"/F”"E)=1, 


图 7 


于 是 由 Ceva 定理 出 的 逆 定 理 避 可 得 出 所 需 的 结论 ， 
这 里 再 介绍 一 下 Escher 定 理 的 特殊 情形 的 另 一 种 证 明 ， 
其 中 用 到 六 边 形 拼 铺 的 旋转 和 平移 性 质 。 设 AD 和 BE ЯЗ 
点 X( 见 图 8)， 则 C 是 等 边 三 角形 XG/ 的 中 心 ， 因 此 
ЈС СХ, | (ж) 
又 4 是 等 边 三 角形 XKY 的 中 心 ， 因 此 XY I AK / ZF. Ж 
似 地 有 ZX 1 BLAYF。 因 此 下 是 三 角形 ХҮІ ЕЛ». m 
СЖ ) 得 | | 
ХЕ УХ JG: CX. 


因而 СХЕ ж-ж 82%, HICF rL R X. 


Q 在 文 末 附录 中 给 出 了 定理 的 叙述 。 一 一 译 者 注 
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ДЕ Е; Doris Schattschneider 的 继续 通信 中 提 到 了 更 多 的 
趣事 。 原 先 我 并 不 知道 Escher 的 拼 铺 ， 现 在 发 现 他 的 笔记 
“抽象 图 案 ” 的 第 10 号 拼 铺 与 图 1 惊奇 地 相似 。 图 9 则 展示 
了 同一 本 笔记 中 Escher 的 第 11 号 拼 铺 的 基本 特征 。 它 用 4 种 
全 等 的 拼 铺 六 边 形 组 成 ， 在 原文 中 每 一 种 (六 边 形 ) 都 有 特定 
的 颜色 ， 这 种 图 形 的 构造 方法 可 如 下 描述 ， 图 8 中 的 基本 的 
拼 铺 可 经 由 向 量 AA1,AA:,AAs 彼 此 间 的 夹 角 为 60 ) 所 确 
定 的 三 个 基本 平移 变 到 它 自身 。 如 果 我 们 把 这 个 拼 铺 沿 这 些 
方向 作 平 黎 ， 但 只 移动 一 半 距 离 ， 就 可 得 到 图 9(a) 的 其 它 三 
种 形式 的 拼 铺 《图 9C(b) 中 的 六 边 形 与 图 8 中 的 那些 六 边 形 形 
状 不 同 ， 但 并 不 影响 上 述 方法 ) 。 关 于 这 种 复合 拼 铺 的 最 有 
趣 的 事实 是 ， 在 任意 一 种 拼 铺 的 任意 一 个 六 边 形 内 都 有 分 别 
属于 其 他 三 种 拼 铺 的 各 一 条 共 点 的 边 。 下 面 给 出 这 个 事实 的 
简短 证 明 。 | u 


图 10 表 示 原 始 拼 铺 的 局 部 (及 与 它 相 应 的 三 个 等 边 三 有 
形 ， 试 与 图 6 比较) 和 其 他 三 种 拼 铺 的 三 条 有 关 的 边 ， 汉 0 
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MHAE DEF 的 Хой», NÆ OH 的 中 点 ， 
则 NN 是 三 角形 DEF 的 九 点 圆 的 中 心 。 因 为 C 是 等 边 三 角 


Q 九 点 圆 的 定义 见 附 录 。~~- 一 译 者 注 
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№ DTE 的 中 心 ， 直 线 TC 是 DE 的 垂直 平分 线 ， 因 而 7C 过 
жо. ХНЕУ 平行 于 TC， 与 DE 垂直， 因此 FW 是 三 角 
JE DEF 的 一 条 高 ， 所 以 过 点 五 。 由 上 面 讲 过 的 基本 平移 ， 
TC 变 为 FW。 沿 同一 方向 但 距离 只 有 它 的 一 半 的 平移 ， 将 
TC 变 为 另 一 种 拼 铺 的 边 Po ,Pa 位 于 TC 和 FW 的 中 间 , 因 
此 Po 过 O 和 五 的 中 点 N。 类 似 地 ， 在 此 图 中 所 示 的 其 他 两 
种 拼 铺 也 各 有 一 条 边 进 后 NN、 

如 果 我 们 用 图 8 中 所 示 形 状 的 六 边 形 构造 这 种 复合 拼 
铺 ， 则 刚才 所 证 明 的 定理 仍然 成 立 ， 但 其 中 有 一 条 边 必须 延 
长 后 才能 与 其 他 两 边 交 于 一 点 。 可 以 证 明 ， 出 现 这 种 情况 是 
由 于 图 8 中 三 角形 DEF 的 一 DFE 小 于 30” № ЖЖ (ИЕ 
11) 。 


参考 文 FA 
[1J О. Bottema,Hoofdstukken uit de elementaire meetkun- 
de, Servire, Den Haag, 1944, Epsilon, бітесі, 1987, 
[2] W.J. Courcouf, Back to areals, Math. Gazette 57 (1973), 
46—51, СОН | 
[33 Н.5.М. Coxeter and S.L. Greitzer, Geometry | Revisited, 
` MAA, Washington, DC, 1967. | 
Г41 F. Haag, Die regelmässigen Planteilungen, Zeitschrift 
für Kristallographie 49 (1911), 360—369. 
[5] F. Haag, Die regelmässigen Planteilungen und Punkt- 
systeme,Zeitschrift für Kristallographie 58(1923), 478—488. 
[61 Frère Gabriel-Marie, Questions de Сёотёітіе, Tours, 
Pants, 1918, 
[77 М. Hain, Repr. Educ, Times, New Series У (1905) по. 
10349, 
[8] J.F. Rigby, A concentrated dose of old-fashioned ge- 


225 


ometry, Math. Gazette 57 (1973) , 296—298, 

[9J J.F.Rigby,Napoleon revisited,J. of Geometry 33 (1988), ` 
129—146. “е 

[10] Doris Schattschneider, Visions of Symmetry: Notebo- 
oks, Periodic Drawings, апа Related Works of М. С. 
Escher, W.H. Freeman & Co., New York, 1990, 


О) ЖИ, ARER) 


М ж 


1. Napoleon 定理 


Napoleon 定理 ” 若 在 任意 三 角形 的 各 边 上 向 外 作 等 边 
三 角形 ， 则 它们 的 中 心 构成 一 个 等 边 三 角形 ， 
证 明 В. 在 
已 知 三 角形 АВС 的 各 边 上 ， 
向 外 分 别 作 等 边 三 角形 
ADB, ВЕС, CFA, 设 它们 
的 中 心 分 别 是 01、0,。 ЯПО;. 
分 别 作 人 4DB， 信 BEC 和 
ACFA 的 外 接 圆 0O,、O0。 和 
Оз. iZ ФО, ЯП СОО; x< T С 
ШС. ЕЁ АС, BG СС. 
Яй. А, 
Z BGC = 180° — Z E = 120°, 
КИССА = 180° — Z F = 120°, 


从 而 
АСВ = 360° - (ВСС ~ ССА = 120°. 
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FH, 
ZAGB+ ZD = 120° +60° = 180°, 

即 点 G 也 在 Or Е, СО, Со, 500: 共 点 于 G， 

因为 BG ЖОО, 500: ПА, ВХ 0,0, | ВС: A 
FH О1031 AG。 由 四 边 形 的 内 角 和 得 

Di=180 — Z AGB = 60°. 

同 理 可 证 00, =60°, //Оз- 60°. WR AO0,.O0.0,k ЕЖА 
MZ, ИЕ. 


2. Ceva 定理 和 九 点 圆 定理 


Ceva 定理 ił DD” ,EE” ,FF 分 别 是 经 过 三 角形 DEF 
(如 图 ?的 各 项 点 的 Ceva 线 ( 三 角形 的 一 个 顶点 与 其 对 边 上 任 
登 一 点 的 连 线 叫 做 Ceva 线 )。 如 果 这 三 条 线 共 点 ， 则 


ED” FE” РЕ” 
ГОЛЫ 


МЕ Ж- Ж Ceva 8 DD”,EE“ ,FF 满足 关系 式 


(eE (rp) (Pre) _ 1 
D” F E” D Е”Е, = $ 
则 这 三 条 线 共 点 。 
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定义 ”任意 一 个 三 角形 的 三 条 高 线 的 垂 足 ， 三 条 边 的 中 
点 ， 以 及 从 顶点 到 垂 心 的 三 条 连 线 的 中 点 ， 都 落 在 半径 为 
R/2 的 一 个 圆 上 。 该 圆 叫做 三 角形 的 九 点 圆 。 
x 九 点 圆 定理 ” 九 点 圆 圆 心 在 三 角形 的 欧 拉 线 上 (任意 一 
个 三 角形 的 重心 、 重 心 和 外 心 共 线 ， 并 且 重 心 把 垂 心 和 外 心 
的 连 线 分 成 2:1 的 比 。 这 三 点 所 在 的 直线 叫做 三 角形 的 欧 拉 
线 )， 并 且 它 到 垂 心 和 外 心 的 距离 相等 。 | 

(参见 《几何 学 的 新 探索 》，H.5.M. Жан Ж, S.L. 
格雷 策 著 ， 陈 维 桓 译 ， 北 京 大 学 出 版 社 ，1986 ,) 


Оо) ж, ЖЕ) 
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в 赛 试题 


1. 求 出 所 有 满足 如 下 条 件 的 整数 а,0,0. | 

(i) 1<a<b<6; ` | 

(11) (a-1)(b-1)(e-1)2 арс-- 109238, 

2， 求 出 所 有 满足 如 下 条 件 的 实 范 数 7. 对 一 切实 数 x， 


тиий 


У, Ж | 
f+ ОО) = y+ f(x). (*) 
3， 给 定 空间 中 的 9 个 点 ， 其 中 任意 4 点 都 不 共 面 ， 并 
在 每 一 对 点 之 间 都 连 一 线段 。 试 求 出 最 小 值 n ， 使 得 :在 全 
部 所 连 线段 中 任意 取出 条， 并 将 这 7 条 中 的 每 一 条 任意 地 
染 为 红色 或 蓝 色 ， 则 在 这 7 条 染色 线段 中 必定 有 同色 的 三 线 
段 构成 一 个 二 角形 ， _ 
4， 设 在 一 平面 上 给 定 一 个 圆周 r, KT AR 1 
和 1 上 的 一 点 M。 试 求 出 该 平面 上 具有 如 下 性 质 的 点 已 的 集 
合 ， 在 直线 ! 上 存在 两 个 点 C 和 只 ， 使 得 M 是 线段 OR 的 中 
点 ， 且 了 是 三 角形 ,POR ВАНЯ. | 
5. 5 Oxyz 是 空间 直角 伐 标 系 ，S 是 空间 中 的 一 个 由 
有 限 个 点 构成 的 集合 。 再 设 Sz ,Sy,S: 分 别 是 S 中 的 所 有 点 / 
在 坐标 平面 0yz ,0zx,Oxy 上 的 正 交 投影 构成 的 集合 , ПЕНН, 


SIS [5=1 * [Syl * 15,41, | | 
其 中 | A | 表示 有 限 集合 A 中 的 元 素 个 数 。( 注 ， 所 谓 一 个 点 ， 
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在 一 个 平面 上 的 正 交 投影 是 指 由 这 点 向 该 平面 所 作 垂 线 的 垂 
д.) 

6. 对 每 个 正 整数 上 ， 以 SCn) 表 示 满足 如 下 条 件 的 最 
KER: HEPER KSO, п? 均 可 表 为 个 正 整数 的 
平方 之 和 ， | 

(а) 证 明 : ХР n2>4, # 500) < п? - 14; 

(b》 试 找 出 一 个 正 整数 n ， 使 得 S) =n- 14; 

(с) 证 明 ， 存 在 无 穷 多 个 正 整数 n ,使 得 SC(n) = п? = 14. 
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第 35 届 国际 数学 奥林匹克 竞赛 
试 题解 答 
ЖЖ RAWO 
ЖЕ ”第 33 届 国际 数学 奥林匹克 范 赛 于 1992 年 7 月 15、 


16 日 两 天 在 莫斯科 党 行 .我 国 选手 取得 了 团体 总 分 第 一 ， 
.全 部 获得 金牌 的 好 成 绩 。 下面 是 试题 解 谷 . 


第 1 题解 营 为 简化 除数 的 形式 ， 令 
х=а-1, y=b-1, 2-Сс-І, 
ІҢ, арс- 1= хуг + хучу +ах+х+у+а. ХЕ, МИ 
两 个 条 件 就 等 价 于 : (iii) 1<х<у<2; (iv) xy + z+ + | 
x+y+tz=rxyz, ГУ ERX. | 
[H ху+ уз + ах хуя = уг +а(х +1) + у(х+2) + x 
-3 及 条 件 (iii) 可 得 


у2 < XI + ZZ + ZX + Xx + // +2< 302, 


“由 上 式 及 条 件 Civ) 推 出 ， 1 二 rx 二 3， 所 以 rx = 2, 
若 x=1， 则 +=2， 且 由 (iv) 得 到 


(y—2)(2—2)=5, 


由 此 及 (iii) 知 y=3，z = 7。 因而 有 
а=2, b=4, с=8, (1) 


若 x=2， 则 r= 1， 且 由 (iv) 得 


(У-92(2-3)-11, 
由 此 及 (iii) 知 y=4，z= 14。 因 而 有 


| а=3, b=5, с= 15, (2) 
显 见 ， 求 出 的 (1),(2) 两 组 值 都 是 满足 要 求 的 解 。 因 此 ， 
这 就 是 满 足 本 题 要 求 的 全 部 解 。 


(思考 ， 把 条 件 1<<а<0< се расе, 将 得 到 怎 
样 的 结果 ?) 


”第 2 题解 答 ”下面 给 全 出 两 种 解法 。 
解答 一 (А) / 应 满足 的 更 为 显明 的 基本 关 和 采 式 . < 
x=y=0， 由 条 件 (*) 得 


Ао» = юэ, 00000 
令 *= 0， 由 条 件 (*) 得 
И ES KONE (2): 
由 式 (*) 及 (2) 式 推 得 Н 
{су + узу) = Га ауу = 2 + / у) + 200, 
(3) 


ЕАО) =u, y=/(0) 得 到 - 
JAIO = Cu + Кб». | 

在 式 (3) 中 取 y=u，x=0， 利 用 上 式 及 式 (1) 就 有 

/°си) =f?) = 200) ~ 700). (4) 


(B) 讨论 /(0) 可 能 取 的 值 . 在 式 (3) 中 取 x = 0 ,并 利用 
式 (2) ,得 到 
ГА + PODE FU + POD) = y +2f°(0), 


232 


在 式 (*) 中 取 x=/(0) 后 ， 和 上 式 比较 即 得 


Cf (FC0))) = 2/2(0) 
由 此 及 式 (1) 就 推 得 | 


(0) = f°%<X0) = 0 或 2, (5) 
下 面 分 别 来 讨论 这 两 种 情形 。 
(C) 07002) = /0)=0 的 情形 。 这 时 式 (2) 变 为 


ИС) = (6) 


这 表明 对 任何 实数 y, ДАЖ xo 使 得 f(x。o) =з, MYHRER 
xo = f(yo) 即 可 。 在 式 (3) 中 取 xX=f(u)， 利 用 上 式 可 得 


 fOy+ut)= Pu IODS), (7) 
现在 可 由 式 (4) 推 出 Лай) = и> 0, B | 
| J20, /之 0， 
由 此 及 式 (6) 就 得 到 (为 什么 )， = 
Jo) >0, „>, 8 
НЛ (ТШЕН Г: fO) E ei ea ВА, ЫП 
| бу) >20), у. | ` (9) 


我 们 用 反 证 法 来 证 明 ; vA | 
f) = у 40) 


жао, 则 必 有 020 使 
0035} Y). 


Ж Y> (и), MAAD FGR HE Hi 
| f(y0) > f (f СУ)? = уу» 
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TR FO: P yo 二/(yo)， 则 类 似 地 将 推出 
f(y0) ЛОС) = уо» 


也 和 假设 矛盾 。 办 此 必 有 起 (10) 成 立 。 
(D) /(/(0)) = 1200) = 2 的 情形 。 在 式 (4) 中 取 4=2 得 


| Роө)-К4-292- f0). (11) 
” 另 一 方面 ， 在 式 (3) 中 取 y=x=0 得 | 
f #‹2у= }(0) +2; (12) 
Je УЕ, x=0 得 | 
Ї(4) = } (2) +2, (13) 
由 式 (11), (12) 推 出 | 
1(4) = 5/00) +4. 
而 由 式 (12),(13) 推 出 


ҒӘ = /(0) +4, 
Жан Е (02-0, 700) =2 ЖАЯ. 
综 上 所 述 ， 满 足 本 题 的 函数 必 为 1(y) =y。 
解答 二 (A)》 设 1(0)=c。 EOAR, Фх=0, y=0 


得 | 
А f (e) = с?; (1) 
х= 0, =c 得 (利用 上 式 ) 
ЕЕ f(e2)= c жс”; | (2) 
& х= с, y = 0 得 | 
бс? + с) = с“; (3) 
| &x=0, у= с? 得 | 
= СУ = в +62 = 227; (4) 
由 (2) 和 和 (3) 得 | 


与 (4) 式 比较 得 
. 234 


теа. - НЕ ` - =. — 一 一 — 
i w= e 一 一 一 一 = tea amaga ржи — 
——an- n. ааа s r. 


2с? = e, c = 0, мо р-у, 
在 (*) 式 中 令 x= у 2 2, v= 013 
fe 2 +140) = (/C У)", 
ЮКЕ Ж/(0):5=-/2, 
”车 f(0) = 2, ШО) 8 70020) = 2. EOR rh < 
х=2, у= 2 得 (利用 (2) 式 ) 
f 6)=V 2 + (м2 +2)2=6+5V 2; 


令 x=vV 2，y=2+2 得 《利用 (3) 式 ) 
f(6)=2+V2 +2 =6+М 2; 


(B) 在 (*) 中 令 x=0 得 


fE = у = 5) 
对 任意 实数 y 成立; 令 y=0 得 


(x°) = <1(х))*>0 (6) 


对 任意 实数 x йз. BER 
Рох?) = f€ ( DD = (С х))?,. 


因此 f(x) 是 侦 函 数 或 奇 函 数 。 且 由 (5) 式 知 ，/《x) 是 奇 函 数 
(为 什么 ?)。 由 (6) 式 知 ， 当 х>0 BF fG)>0. 

` 设 存在 x， СК х, >04 x, = fix) Zx, Ш Жх,> 
0 ， 不 妨 设 xxs。 在 (*) 式 中 令 x= у/х,, у= -х 8 ( 利 
用 (6) 式 及 ЛОРА ВО | 


f(x — x,) = — x, + x, < 0 


Яя. НА 
| J (x) = x, 
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第 3 题解 答 “首先 ， 把 问题 提 得 更 为 一 般 些 ， 这 可 以 使 
我 们 对 问题 的 理解 更 深入 ， 且 易于 找到 解答 。 设 给 定 空间 中 
s 个 点 ，s 宇 4， 其 中 任意 四 点 都 不 共 面 。 我 们 在 每 一 对 点 之 


间 都 连 一 线段 ， 把 这 样 构 成 的 图 形 称 为 s 个 点 的 完全 图 . 容 


易 算 出 ， 这 样 的 完全 图 有 s(s - 1)/2 条 线段 。 要 求 最 小 的 值 
n=n(s)， 使 得 在 这 完全 图 中 任意 取出 nC(s〉 条 线段 ， 并 对 其 
每 一 条 线段 任意 地 染 上 红色 或 蓝 色 后 ， 必 然 会 有 同色 的 三 线 
段 构成 一 个 三 角形 (简称 为 间 色 三 角形 〉. 

当 s =4,5 时 ， 值 x(4) ,mn(5) 不 存在 。 因 为 图 1 ， 图 2 表 


明 ， 可 以 对 四 个 点 的 完全 图 及 五 个 点 的 完全 图 193-8074 Бі | 


当地 染色 加 ， 而 不 出 现 同色 三 角形 。 


P, Р. Р, 
图 1 - 图 2 
x зев, жае: 条 线段 。 图 3 表明 可 对 
其 中 14 条 线段 适当 地 染色 ， 而 不 出 现 同色 三 角形 ， “КІН ЖИЕ 


ИН: 当 对 全 部 15 条 线段 任意 地 染色 时 必 会 出 现 一 个 同色 三 角 


形 ， 即 n(6) = 15， 设 这 六 个 点 为 Pi, Ps Pa РР Ре» ЖЕ, 
X E 它们 构成 的 完全 图 的 全 部 线段 染 了 色 ， 先 来 考虑 由 РЫР;» 


Po Po P: 五 个 点 构成 的 完全 图 。 如 果 在 给 出 的 桨 色 下 ， 已 有 | 


— 


(0 RMRI “Та” EJiR xp p ШР АН, &— 一 条 染 以 红色 或 蓝 色 。 图 


Waki i акле. 
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Р, Р, 
Pi- 


H3 Р,Р,Ж Ha PPj, P,P, Т: 


同色 三 角形 出 现在 这 五 个 点 的 完全 图 中 ， 则 结论 已 经 证 明 . 
所 以 ， 可 假定 在 给 出 的 染色 下 ， 这 五 个 点 的 完全 图 中 没有 同 
色 三 角形 。 我 们 来 考虑 P.P., P P,, РАР» P P , P| Ps 这 五 条 
线段 被 染色 的 情况 。 由 于 只 染 红 或 蓝 两 色 ， 所 以 在 这 五 条 线 
段 中 必 有 三 条 线段 被 染 上 了 相同 颜色 。 不 妨 设 PePi, PaPa 
PePs 都 被 染 了 红色 。 HT A P ,P,P, 不 是 同色 = 角形 ， 所 以 
PPa, PaPa, PP 这 三 线段 中 必 有 被 染 为 红色 的 ， 不 妨 设 PP， 
被 染 为 红色 .因此 全 PsPiP: 的 三 线段 均 被 染 了 红色 ， 为 一 同 
色 三 角形 。 这 就 证 明了 我 们 的 结论 DO。 | 

当 s= 7 了 7 时， 完全 图 共有 21 条 线段 。 图 4 给 出 了 可 选 出 其 
中 19 条 线段 适当 地 染色 而 不 出 现 同色 三 角形 的 例子 。 我 们 来 
ПЕНН. 如 果 任 取 20 条 线段 来 任意 地 染色 ， 则 一 定 出 现 同 色 三 
ЯЖ. ЖЕ Poes Pr 不妨 设 未 染色 的 一 条 线段 为 
P,P BIL, 由 P,,…，* Ps 这 六 个 点 构成 的 完全 图 中 的 全 部 线 
段 均 被 染色 ， 上 面 已 经 证 明 其 中 必 有 同 色 三 角形 。 因 此 ， 
n(7) = 20, 


事实 上 可 以 证 明 ; 六 个 点 的 定 全 图 被 染色 后 。 必 有 两 个 同色 三 角形 。 请 
读者 试 证 ， | 
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当 s=8 时 ， 完 全 图 有 28 条 线段 。 图 5 给 出 了 可 选 出 其 中 
25 条 线段 适当 地 染色 而 无 同色 三 角形 的 例子 。 我 们 来 证 明 ， 
如 果 任 取 26 条 线段 来 任意 地 染色 ， 则 一 定 出 现 同色 三 角形 ， 
设 这 八 点 为 P1,…,Ps。 不 妨 设 未 染色 的 线段 中 有 PiPe。 容 
易 看 出 ， 由 P, Pa，…,P;1 这 七 个 点 构成 的 完全 图 中 至 少 有 20 
条 线段 被 染色 ，. 上 面 已 经 证 明了 其 中 必 有 间 色 三 角形 。 这 就 
证 明了 要 证 的 结论 ， 即 z(8) =26。 — 

当 s = 9 时 ， 完 全 图 有 36 条 线段 。 图 6 给 出 了 可 选 出 其 中 
32 条 线段 适当 地 染色 而 无 同色 三 角形 的 例子 。 我 们 来 证 明 : 
如 果 任 取 33 条 线段 来 任意 地 染色 ， 则 一 定 出 现 同色 三 角形 ， 
设 这 九 点 为 Poe Pa 不 妨 设 未 染色 的 线段 中 有 PP .容易 


看 出 :由 PP，PaywyPs 这 八 个 点 构成 的 完全 图 中 至 少 有 26 条 


线段 被 染色 ， 由 前 证 可 知 其 中 必 有 同色 三 角形 , 即 n(9) = 33. 

在 图 1 到 图 6 中 ， 实 线 表 示 染 红色 ,虚线 表示 染 蓝 色 , 不 
连 线 表示 不 染色 。 由 于 任意 四 点 不 共 面 ， 所 以 除了 给 定 的 点 
外 ,这 些 线段 无 其 他 交点 。 请 读者 自己 思考 画 这 些 图 的 规律 ， 
画 出 满足 条 件 的 不 同 图 形 ， 并 作 进 一 步 的 探讨 。 


Р, 


ІҢ 5 Р.Р.,Р.Р..Р.Р. A ЙЧ ta 
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=’. 
АЕ З Мы 


Р.Е 


图 6 РР,Р,Р, Р.Р,,Р,Р. h f 


Ех ”建立 如 下 的 直角 坐标 系 ， 取 直线 1 为 x М, | 
ИМ НО, ИМИ Г # x НЕ, WATO, 
0), Ух T HIM RJ H XD а [НЕН РНЕ: іс0, £= 0， 
:二 0， 参 见 图 7, 图 8, 图 9。 设 圆周 并 的 圆心 为 40,1) (ДА 
М Г МАЛ PA А ВУ >. ХЕ, НЫ НА 
变 为 : ТЕХ 办 上 取 所 有 可 能 的 这 样 的 一 对 点 (3,0), 0-5, 
0),(s 守 0)， 使 得 过 它们 所 作 的 的 不 同 于 x 轴 的 UJ 线 必 相 
х, ШААР, BET AAPOR 的 内 ИЦ. RKA P 
ЖЕ, | 
设 ОН W ETT MA HOA) 的 两 条 切线 
与 x 轴 的 两 交点 ， 显 见 0*,R* 分 别 位 于 M ір 两 侧 ， 且 线段 
О*М,МК* WREE. i 80* ,R* 的 坐标 分 别 为 ( s*,0), 

《s*,0),s* 汪 0， 容 易 看 出 ， 为 使 人 POR 是 本 的 外 切 三 角形 ， 
必须 有 s>s*, HM з= + ос Р А 于 点 BG(,2)。 我 们 
米 证 明 ， 点 P 的 轨迹 是 从 B 点 击发 (不 含 B 点 ) 平行 于 MA 
Н.Я Г ЖЕНУ СЕР Тт, 8, 9 中 均 用 粗 线 画 出 )。 记 
护卫 的 坐标 为 《x,y)， 由 于 PP 点 的 纵 从 标 必 大 于 B 点 的 纵 华 
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ix .C PRQ =a, РОК-), ИЙ (参见 图 7) 


ctga/2=s-t, ctg Й/2=5+; 


Ж тео) 


GQ (-5,0) Q (-5 * ,0) O IM(0,0) R° (s ° , 0) К(5,0) T 


Q (-s,0) 
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HARRA 


ctga=(s-x)/y, сї Йй = (5 +x)/7,. 


) ж 
Ы 


В(%,2 


у 2 
由 此 可 得 СТЕ s>0) = Г 
2х 
ГЕН (1 +). 一 2 
2 ОСЬ m 
y lo sR’ 9“, 


x=t(y-1), Y 22, 


这 就 证 明了 所 要 的 结论 ， 


第 5 题解 答 ”因为 5 是 有 限 集 ， 所 以 可 作 K 个 平行 于 
Оу 的 平面 ， 使 得 5S 的 所 有 点 都 在 这 KX 个 平面 上 ， 朋 每 个 平 
面 上 均 有 S 中 的 点 。 这样, 在 第 i 个 平面 上 可 作 а, Ж ИЖЕ 
ЕСЕ Оху 平面 ， 使 在 这 第 i 个 平面 上 上 的 S 中 的 点 都 在 这 些 直 ， 
BE, нейи ЕВ ОНИ, EE a ARRIKA 
上 所 有 的 S 中 的 点 的 人 个 数 分 别 记 为 biast 2% Cia С 显 见 
а, 20, АЖ | 


S] = S Уе >Z Же 


ісі }= 


利用 熟知 的 不 等 式 ， 即 得 


ЕН, | 
K 
5,- Уа, 
i=l 
K K l 4; 
5у> >, тах (0,3) Ху. 56 
i=11 1 0 ігі ізі 
ГА. 


6% 


5.5 max ( Уе, )> > 2з» 1<< K, 
由 以 上 四 式 立 即 推出 所 需要 的 结论 。 


第 6 题解 答 ” 对 每 个 正 整 数 a ， 它 当然 能 表 为 4 个 正 整 
242. | 2-2 | - 


数 的 平方 和 ， 即 


х Аа, a 车 可 表 为 4- 关 个 正 整 数 的 平方 和 ， 则 一 定 是 
如 下 的 形式 : | О 
| а= + +146? +++, 


——— 
q — h —- T 4" 


其 中 b>? G<;<r), 1<r<a-h, 因此 ，a 可 表 为 a-4 
ЕВА А1 ЖУ, | 

h=(b2- 1 +e + (2-1), b,2>2, 1<)<ғ<а-), 

| Б (1) 

注意 到 2 -1=3，3-1=8， 利 用 上 式 可 直接 验证 ， а-а 
不 可 表 为 4 一 1 个 ，4 -2 个 ，4 一 4 个 ， a -5 个 ， a -7 个 ， а 一 
10 个 ， 及 a- 13 个 正 整数 的 平方 和 《请 读 者 自己 验证 ) 。 

由 以 上 讨论 知 ， 当 4 =n? (n224) 有 时， 有 一 定 不 能 表 为 

- 13 个 正 整 数 的 平方 和 ， 这 就 证 明了 $(л)<п*-14, Вр 
论 (a) 成 立 。 о 

下 面 来 证 明 (b)。 注 意 到 2? - 1 = 3， 以 及 


14 =.(2°- 1)+(22-1)+ (3-1) с. (2) 
16 = (3? - 1). + (3*-1), 0 (4) 


容易 看 出 ， 当 4 宇 14 时 必 可 表 为 (为 什么 ) 
h=(b?-1) +e + (02-1), 6,22, 1515". (5) 
但 我 们 并 不 能 立即 断言 必 有 r a-h, R a-h Л. 
因此 ， 关 键 在 于 取 一 个 特殊 的 e = п, ER n 必 可 表 为 不 多 
几 个 的 正 整 数 的 平方 和 。 下 面 来 证 明 当 n= 13 时 结论 (b) 成 
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мо, ЯНИЕ: ! 
неее 
= 10? +6? +52 +92 492. 
= 10° + 6* +4? + 32 + 22 +27 
=l + 42+ 46092 602 +92 + 02 ⁄ 
=10 +6+5+2+1+1+1+1 
=10?+6 +4? +3 +22 +1+1+1+1 
= 112+ 42+ 42422 4+224+2+1+1+1+1 
i = 108+ 62452 +1+1+1+1+14141+1 
= 10* + 6° + базааж 
= 112+ 42+ 225284284 22402408 402 
+1+1+1 +1 
ТЕТЕ 
и +1+1+1+1, Е i 
因此 ， МОЕ, җщ14<Ё< 21548, 13: 可 表 为 132 — #4 ДЕ 
ЖЕ. НКС = 18988, 这 只 要 证 明 ， Бл 
СІ, 必 有 
h= (01-1) жене (81-1), 5ұ>2,00- 
| jr he Í (6) 
这 可 以 直接 对 4 分 段 验 证 。 我们 有 
14<h - (11-12534; 134<h<154, 
14 В ~ (10: - 1) = 34. 113<h= 133, 
14<А - (97c 1)<32, _ 94<h=<112, 
14<В—48°-1)<30, — 1751503. | 
_ ЖА (2), (3), (4), 2? -1=3, 3*-1=8 № 4*-1=15, 从 


D 注意 : ДНР ХИЙЦ А-А, i a= nih, пі. 
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КЕ АЗ "ГЕ 477115481, BAROR, H r< 
8. 141476, АНА Жу, B SR r< h< 132 
-h MRO 成 立 。 这 就 证 明了 当 z= 13 时 结论 (b) 成 立 。 
最 后 ， 用 归纳 法 来 证 明 : п = 13 (= 1,2, BF, 结论 
Сс) Вл. 241 = 1, но. ии 当 !=m(>D) 
时 结论 成 立 。 当 /=m+1 时 ,由 | 
п? = (13% *2)2 = 192 e 132% 
及 归纳 假设 知 ，"? 可 表 为 K 个 正 整 数 平方 和 ， 只 要 
15<К<<192”- 14. 
这 样 ， 为 了 证 明 结 论 对 ! = mm + 1 成 立 ， 只 要 证 明 ， 当 
1327 — 14<K<< 13?”*? - 14 (7) 
时 ， 13 “ ”一定 能 表 为 K 个 正 整数 平方 之 和 ， 为 此 ， 我 们 利 
用 等 式 
1352 = 132 + eee + 132+ 132 22 +132. +19 . 32, 
13251 14-34 
由 1=1 时 结论 成 立 ， 即 每 个 13 可 表 为 1 一 13 ~ 14 个 正 整数 
平方 和 ， 从 上 式 即 可 推出 当 
132" 14<k< 193" - 14) (132 — 14) 
=13?™ 2? -14(132% + 132) + 14? 
时 ，13” ”一定 可 表 为 K 个 正 整 数 平方 和 。 由 此 及 式 (7) 知 ， 
我 们 只 要 证 明 ， 当 
132m+2 — 140132" + 132) +14*<k<13m:? -14 (8) 
有 时 ,13?"” 必 可 表 为 《个 正 整数 平方 和 和 。 显 见 , 这 里 的 k 就 是 
1) 9 913°" ?一 hk( 取 4 = 132"*?), МИ, ЕН 
` 14<й< ма3?” + 13: ) -14°, (9) 
当 有 满足 上 式 时 ， 由 式 (5) 及 ， | 
r<h<28 • 1327 ]32т*2 _ 
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нета. Е 人 аа E Е дары 


知 , 必 有 式 (1) 成 立 ( 取 4a = 132" * 2), 813?" * R| & 132712 
~ hh 满足 式 (9)) 个 正 整 数 平方 和 ， 亦 即 13*"* ?可 表 为 k(k 满 
足 式 (8)) 个 正 整 数 平方 和 ， 这 就 证 明了 当 /= m+1 时 结论 也 
成 立 。 所 以 C6) 成 立 。 ШЕКЕ. | 

(本 题 看 来 证 明 烦 琐 ， 但 思路 并 不 复杂 ， 这 就 是 弄 清楚 
从 式 (1) 到 式 (5) 的 内 容 。 请 读者 仔细 考虑 ,》 
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第 54 届 国际 数学 奥林匹克 
зе 赛 试 АЙ 


1. 设 整数 n>>1，/(x)=x*+5x"-!+3。 证 明 ; f(x) 
不 能 表 为 两 个 次 数 都 不 低 于 一 次 的 整数 系数 的 多 项 式 的 乘 
m. O 
2. W: DEIB =ЛЖ ABC 内 的 一 点 ， 满 足 条 件 : (i) 
ZADB= г АСВ+90°; (її) АС • BD= AD ° ВС. 

(а) 计算 比值 (АВ • СО)/САС • ВО); — 

(b) ПЕНН: 三 角形 ACD 的 外 接 贺 和 三 角形 Е BCD 的 外 
接 圆 在 C 点 的 切线 互相 垂直 。 

3. 在 一 个 无 限 的 方 格 棋盘 寺 ， 有 nn 个 棋子 放 在 一 个 由 
n xn 个 小 方 格 组 成 的 正方 块 中 ， 每 个 小 方 格 放 一 个 棋子 。 按 
规则 进行 如 下 的 游戏 ， 每 次 必须 这 样 移动 一 个 棋子 ， 先 沿 水 
平 或 垂直 方向 跳 过 相 邻 的 一 个 必须 放 有 棋 子 的 小 方 格 ， 然 
后 ,把 这 个 棋子 放 在 紧 接着 的 下 一 个 必须 是 空 着 的 小 方 格 中 ， 
并 把 被 跳 过 的 那个 棋子 拿 走 。 试 求 所 有 的 nm ， 使 得 这 种 游戏 
一 定 存 在 一 种 玩法 ， 导 致 棋盘 上 最 后 只 剩 下 一 个 棋子 。 

4， 对 于 平面 上 的 三 个 点 P,Q,R， 以 m(PQR) 表示 三 
角形 РОК 的 三 条 高 长 的 最 小 值 ， 当 P,Q0,R ЖЕН, Z m 
(PQR)=0, W А,В,С 是 平面 上 给 定 的 三 点 。 证明， 对 平 
面 上 任意 一 点 X， 必 有 

m(ABC)<m¿C0ABX) +т(АХС) ¿mOXBO), 


5. 5 N =(1,2,3,--.) 是 全 体 正 整 数组 成 的 集合 。 是 
省 存在 一 个 定义 在 集合 NN 上 的 函数 f(n) 具 有 以 下 性 质 : 
(1) 对 一 切 n€E N, fO) Ce N; 
сі) 对 一 切 nEIN， IMID 一 
(ін) (19-9; | 
ау) 对 一 切 nEN, ff (nD = С) +n. 

6. 设 整 数 n 汪 1。 有 7 RH L Lu, ,Ln_1 依 次 排列 在 
一 个 圆周 上 ， 每 蔓 灯 可 以 有 “ 开 ” 或 “ 关 ” 两 种 状态 。 现 依 
次 进行 一 系 列 Эй: 50,81,1963" ҖЕ УР S; 按 以 下 
规划 来 影响 灯 工 ;的 状态 ， 若 它 的 前 一 八 灯 工 )_! 是 “ 关 ”， 则 
Li 的 状态 不 变 ; EI Lj W ШІ; 改变 状态 , ША 
“《“ 开 ” 变 为 “ 关 ”， 或 从 “ 关 ” 恋 为 “ 开 ”。 这 里 约定 当 h 二 0 
п В, IT LREN Leo r 满足 

| һ=ап+т, 0O<r<n, 
现 假设 开始 时 全 部 灯 都 是 开 着 的 ， ПЕ НЯ. 
а) 一 定 存在 正 整 数 Мо, 使 得 经 过 MO) 个 步骤 Su， 
54, ttes Sut 118+ 全 部 灯 也 是 开 着 的 ; 
di) #n=2, MTRO Мп) = п? ~ 1; 
(10) #n=2 +1, МНС Мп) = п -п+1. 
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第 54 届 国际 数学 奥林匹克 竞赛 


试 题解 答 
жжй 


第 34 届 国 际 数学 奥林匹克 竞赛 于 1993 年 7 月 18,19 两 天 
在 土耳其 伊斯坦布尔 举行 。 我 国 选手 取得 了 团体 总 分 第 一 ， 
六 名 选手 全 部 获得 金牌 的 好 成 绩 ， 下 面 是 试题 解答 、 


第 1 题解 答 用 反 证 法 . 设 (x) 可 Ж 为 两 个 次 数 都 不 
低 于 一 次 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 = x 
fcx) = g(x)h(<), БЕКЕР 
9(х) = хі жа, xi +s. фарх +a, 
hcx) = x” tB, хе + * + D ,X + йо, 
其 中 121, т>], a,b АЖ. 、 

由 dobo = 3 知 ， 不 妨 设 cao= +1, b= +3, BR f( + 1) 
550, f( +33=0, ВТЕ ЖЖ І>9, m>2 (为 什么 )。 因 此 ， 
nZ 4, В 
ОШ ЖШН: Ж0<ксп-9, byee b БЕЗ 的 倍数 ， 
Т b. :也 是 3 的 倍数 。 由 于 /xz) 的 < 的 系数 为 0， 所 以 比 
RACORE ХОК НИЯ C J> BF, а, = 0): 
| Бак „у + Вах ++ +b.a +b... а = 0, 

”由 此 及 ao= +1, ЖЕН Ру. ШЖ 3 БУ. 
由 于 b= 土 3， 从 以 上 所 证 结论 立即 推出 必 有 mr-1 
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E jagte -PEE dip e. да hi Қар pp a Pr 2,2... .. a - 


>п -2( 为 什么 ), 即 т>п-1. АЖ +т=п,1>2 ЖИ. 
所 以 假设 错误 . 证 毕 ， 

Е ”有 的 解法 要 用 代数 基本 定理 ，7 次 复 系数 多 项 式 有 
n 个 根 。 虽 很 巧妙 ， 但 这 里 的 解法 较 初 等 。 下 面 介绍 该 解法 
的 步骤 .9(x) AORE. G 122, Gi) 设 01,…,01 是 g(x) 
ЛЖ. 10р%йі|-і, Gii) 90-5) 必 是 3 的 因数 。(iv) 
|g( -5)| = |(5+a,)=ə(5+a,;)| = | (0,60) 1 (3+0) (5 
+а,)| =3', ЖСН), ОЖ. Б 


ЖИЕ (a) 如 图 作 
АРЕ = ZACB K ZBAE 
= “САР. НЕН A ABC 
> АЕР 及 | 

BC:ED = АС: АБ 

| = АВ:АЕ, 

由 第 一 等 式 及 条 件 (ii)， 

(i) 就 推 H, DB=DE, 
_ ABED 为 等 腰 直 角 三 角形 ， 
8 1 及 BE= 2 ВР. 

ШЖ — % М Pq fE № ХВАЕ= САБ A AC D: 

ЛАВЕ. 因而 有 = 
АВ:АС = ВЕ: CD 6.72 BD):CD. 
因此 所 求 的 比值 为 2 。 

为 证 (b)， 我 们 如 图 作 直 线 СЕ, ЄС ЕҢ — FCD = 
ZCBD, ⁄<ZGCD= САР. ВЫ Я И Я СЕ,СС 2 9] 
REABCD, AACD 的 外 接 圆 在 C 点 的 切线 。 因 此 ， 结 论 (b〉》 | 
就 是 要 证 明 一 FCD+ (ССР = 90*。 由 所 作 的 图 及 条 体 O), 


l 
Е 
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我 们 有 | | - 
LFCD+ ZGCD = XCBD + CAD 
= 180° – («АСВ + РАВ + DBA) 
= (180° – Z DAB- DBA) ~ АСВ 
= / ADB - АСВ = 90°. x 
证 毕 。 | | 


第 3 题解 答 ”人 先 把 这 无 限 方 格 棋 盘 上 的 方 格 自 左 至 
Ж.Н ТҚ. «ҺЕ i 行 第 7 列 处 的 小 方 №. ЧЕ 
定 所 给 的 n xn 的 方块 由 所 有 小 方 格 s(1,7)，1 志 1,7 过 nn 组 成 . 
在 以 下 各 图 中 ， 画 有 “@ ”的 小 方 格 表示 其 中 一 定 有 一 个 棋 
子 ， 画 有 “O 〇 ”的 小 方 格 表 示 它 一 定 是 空 的， 不 男 的 要 么 表示 
”在 移动 过 程 中 可 确定 其 是 否 放 有 棋子 ， 要 么 表示 有 无 均 可 。 

先 来 试验 几 个 简单 情形 ，n = 1 时 显然 成 立 ..n = 2 时 图 2 
中 (1) 一 (4) 所 示 的 玩法 即 满 足 要 求 。 | 


(1) 一 (4)， 可 使 我 们 取 走 同一 列 中 的 三 个 模子 ,而 RL 下 的 
一 个 仍 回 到 原来 的 位 置 。 显 见 ， 在 成 了 型 的 五 个 小 方 格 〈 可 
依 任意 位 置 放 在 这 棋盘 上 ) 中 ， 放 有 保持 这 样 相对 位 置 的 四 
个 棋子 时 ， 均 可 有 这 样 的 走 法 。 利 用 这 样 的 方法 , 当 n 二 3 时 ， 
我 们 很 容易 把 这 放 有 п 个 棋子 的 nxn 正方 块 ， 在 移动 若干 
Fii BAKAN- 个 棋子 的 (n - 3) x(n 一 3) 的 正方 块 ， 
因为 利用 所 说 的 走 法 ， 首 先 可 依次 把 三 个 一 组 的 小 方 格 : 
15(п,]),5(п- 1,]),5(п-2,/)}@,/ = 1,2,+=,п-3. ЖЖ 


G D, ©) 
Ба s= 4 前 情形 


图 5 %=5 的 情形 


依次 把 三 个 一 组 的 小 方 格 : {sG n-2) s n-1), 5<),п)) 
ШЖ, ј=п,п- 1，…4。 最 后 依次 把 三 个 一 组 的 小 方 格 ; 
{$(1,12,5(2,1),5(3,1>} ВЕ, =п,п-1,п-2. ЖЕ, МЕ 
的 就 是 Ca 3) х(п- 3) 的 方块 ， 由 sC), <i <t 3, 组 
成 。 图 4 及 图 5 就 给 出 了 "=4,5 时 的 走 法 。 这 就 表明 : 
当 n= 3k+1,3k+2 时， 一 定 可 通过 这 样 的 走 靶 ， 分 别 归结 
为 = 1,2 的 情形 。 所 以 题 自 要 求 的 玩法 是 存在 的 。 
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КИЖИ п=ЗЕ 时， 这 样 的 玩法 一 定 不 存在 。 证 明 的 方 
法 是 对 某 种 变化 过 程 中 存在 的 某 种 不 变量 的 运用 @ 。 首 先 要 
指出 的 是 ， 每 移动 一 次 棋子 和 且 仅 和 水 平 或 垂直 的 相 联 的 三 
个 小 方 格 有 关 。 如 果 把 每 个 小 方 客 ЗС, ОЖЖ Та, = i+] 
相 联系 ， 那 么 对 应 于 上 述 三 个 相 联 小 方 格 的 这 样 三 个 数 被 3 
除 后 的 余数 恰好 分 别 为 0,1,2。 现 把 所 有 小 方 格 $C 让 以 其 
相对 应 的 数 TODAS 除 后 的 余数 〔 仅 取 0,1,2) 来 分 类 ， 
余数 相同 的 属于 一 类 、 这 样 ， 爹 部 小 方 格 就 被 分 为 两 两 不 相 
交 的 三 类 。 当 在 棋盘 上 放 有 车 竺 个 棋子 时 ， 这 些 棋子 也 就 相 
应 地 分 为 这 样 三 类 。 如 果 我 们 按 规定 走 一步 棋 子 ， 那 么 前 面 
的 讨论 表明 ;有 两 类 中 的 棋子 各 减少 1 个 ,而 另 一 类 中 的 棋子 
增加 1 个 。 也 就 是 说 ， 这 三 类 模子 的 数目 同时 改变 奇偶 性 ， 

wM n = 3k, n: РЕНО пхп 的 方块: всі, 7), I<, 
іл 中 时 ， 我 们 来 计算 每 一 类 棋子 的 个 数 ， 容易 算出 使 


тар = t, 2<I<n+1 
的 模子 有 4 一 1 个 ; 使 O 
x TG) =, | п+251<9п. | 
НУР ол T 因此 当 n = 3k 时 ， 相应 余数 为 0 
的 模子 个 数 有 | 


103-1) +(6-1) += зк D) + 1(вЕ—(ЗЕ+ 34D). 
+ (6k- (3k + 6-—1)) + == + (6k — (6k - 12); 
={д2+5++(3К-1)} + ((3k —- 2) 

+ (36-5) + e 1)... 
= ЗК; 


. < к 
. 2 ` 


---. — . —.— -—  — чаа 


T 可 参看 ЖАА 53 册 «жы. ‚ШЕШ. ЖИ ° 下 象棋 》 中 “不 能 证 
ull We" —х. 7 
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相应 余数 为 1 的 棋子 个 数 有 | 
Orern “+ 3k) + ((6k — (3k + 4 - 1)) + (6К- (3k +7-— 10 
"ы (6k-(6k-2-1) = 
вена r вена , 
=. 0-0 2 
| ахвйанвано: 的 模子 ， 个 数 为 (3k)? — 3k - ЗК? = 
:。 因此， 三 类 棋子 个 数 相同 ， 奇 偶 性 也 相同 。 因 此 ， 在 
3k 的 情形 ， 每 移动 一 次 棋子 后 , .在 三 类 中 ， 余 下 的 棋子 
的 数目 的 奇偶 性 仍 都 相同 ,… 因 此， 决 不 会 出 现 只 剩 一 个 棋子 
一 两 类 为 0， 一 类 为 1 的 情形 ， 所 以 n=3k 时 ， 所 要 的 
玩法 不 存在 。 证 毕 。 


| 第 4 ян. ШАРОВ 亦 : 表 其 面积 ， 并 记 人 POR 由 
顶点 P 所 引 的 高 为 hp(POR)(P,Q,R 共 线 时 它 等 于 零 )。m 
(ABC) =0 时 结论 显然 成 立 。 

如 图 6 ， 把 人 ABC 的 三 边 双 向 延长 后 ， РШ 被 分 为 
ToT Тв 七 个 区 域 (边界 可 重复 计 ) 见 图 6 )， 我 们 
KWER AX 7 РЕ — к А5 论 都 成 立 。 | 

G) ХЄТ,, В Е ДАВС (包括 边 ж). 不 妨 设 
八 ABC 最 长 的 边 是 АВ, 所以" m( ABC) = he(ABC). 此 外 显 
有 (为 什么 > 
о ХС, XB, X XAXAB. 
因此 有 ие 

т( АВС) АВ = A АВС 

= ДАВХ + ЛАХС + АХВС 
< тСАВХ ) • АВ +m(AXC) * AB +m(X BC) 
` АВ, | x 
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Х Т, 
A 
кА 
и. С\ 
К! 
Wv INA А 
И ТА, 
N Zr>>< 2 N 
一 一 SN 
А В 
Г, Т, | Т» 
图 6 
由 此 即 得 所 要 结论 


站 下 其 它 各 个 情形 先 证 一 个 5 
APOR 的 边 PO Б, 


引 理 ， 如 图 7 所 示 ， 点 在 
RIE О 
mt( PQR)> m( PER), POR)Sm( EQR). 
НЮ 是 八 POR 中 最 大 的 角 САР (а), 向 有 
m( PQR) = fa (POR) = (РЕВ 


«о, 


图 
由 此 即 得 所 要 结论 


r IË 


255 


# АЛ ХИ, A mp i; ZP Z ЖН fg Я 
ВТ(Ь)), ВАН Z 890°, /0-<290%, МН 
m( POR) = hp( POR)>hp( PER), 
hp( POR)She( EQR), 
这 也 推出 所 要 结论 .21 理 证 毕 ， 
(11) хет. 由 引 理 知 


m( АВС)<т( ABD)< ml ABX ), 


所 以 结论 成 立 ， хе Тз,Тз [в] Нин. 
(НР XXETs。 由 引 理 及 已 证 明 的 情形 (i) 得 


m( АВС) = <m(ABF)+m(BCF) 0002002. 
Sm ABX) + тСХВС), Á 


所 以 结 т 17. ес ETOT: 同 理 证 明 ， ШЕ. 


= 5 BME шаі жаннан COE, M 由 条 
件 (ii 及 (im) 确 定 了 这 样 一 个 数列: 


a, =f(1) =2, ауса +1= З» 
| ТЕЗГЕ 5» 


а; BEKES = = а)- ‚+2; - 7. 


这 表明 这 样 的 函数 ey 在 初始 项 为 aç = 4; а; =2 的 Fibonaci 
数列 25445445 Е МУВИ Ж 完全 确定 的 。 记 数 (а, =. 
这 样 ， 问 题 就 变 为 当 nE М, пе Ai 时 如 何 定义 /(n) 使 其 满 
足 条 件 。 我 们 用 如 下 的 归纳 方式 来 定义 。 
ООО АРА, ЕЖ EX, AZAN. Wb 
jz) 还 没有 定义 的 最 小 正 整数 ， 显 见 3, На=ь-1 
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ЕНУ. MEX . 
А020) = 3 (0-1) +1 = Ь,, 
Б) = ЛЬ, 1= bj 1221. 


这 样 束 扩大 了 f(m) 的 定义 范围 到 集合 A;. = А; U 16,). # 
易 验 证 这 样 的 定义 是 合理 的 ， 不 矛盾 的 ， 且 在 A; EWE 
全 部 条 件 。 车 A;;1= N. 则 过 程 结 束 ， АЯ ЗЕЕ 同 样 的 
过 程 。 这 样 ， 琢 终 在 NN 上 定义 了 一 个 满足 条 件 的 函数 /(n)， 
Ж-Е ЕЛЕР ШЕЖІРЕНІ, 而且 jz? 没有 一 个 
明确 简便 的 表示 式 。 = 

下 面 来 介绍 为 一 解法 。 | 

我 们 可 以 这 样 来 分 析 :， 由 条 件 (ii) ,(iii) H 

/fOn)/n>], п>}, 

进而 由 条 件 (iv) 知 ， 
| 1</f(f/(n))/f@m) = 1+(/(n)/ny 1—2, 


И о АНХ Ghana AN 

НВ SA) BF, БН а. ШИ, CERE 
a= 1 +à, a>1, | 

因此 4 = (V 5 +1)/2。 进而， 就 可 猜想 ODER an 较 接 

近 的 整数 ,作为 中 学 竞赛 题 一 般 /(n) 不 应 有 太 复杂 的 形式 ， 

МОДЕ ЛОЮ = Len + 8J 来 试 一 下 ， 基 中 p 为 一 待定 

кй. ши, 4 Ии | Е 


2-а<8<3-а сж) 


HRO, (ii ,(iii) 均 成 立 。 下 面 用 条 件 (iv) 来 确定 5.。 为 
此 要 计算 


D [Z] 表 示 不 超过 z 的 最 大 整数 。 
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(п) = AID - J (n) - n, 
RHA ОМ а-а -1= 0) 
In) = Га ап+ В+ В1– ап+ в -п 
= ГаГап + В] +В] – alan +] I 
+(а-1)Сап+81-ап), 
Ж Я В-1<1х+8]-х= 8 就 有 
а(В-1)<1(п)< Ва, 


右边 不 取 等 号 是 因为 a 是 无 理 数 ，an+ 与 j aon+ 8) +8 Ж 
能 同时 为 整数 (为 什么 )、 因 为 1(n) 是 整数 ， 为 使 条 件 (iv)》 
成 立 ， 即 对 所 有 nn，1(n) = 0， 只 需 有 满足 


1-а ‘3 ра‘. 


这 时 式 (< ) 也 一 定 成 立 。 这 样 ， 任 取 一 дЕ БАЈ hf，f(n) 
= an +P 均 满 足 全 部 条 件 。 证 上 毕 ， 

六 是 求解 -类 函数 方程 的 种 为 法 的 竺 全 本 题 与 第 20 
届 第 3 题 完 全 类 似 ， 且 要 容易 些 。 容 易 证 明 那 道 题 中 要 求 的 
函数 满足 . 

FED = (п) +п-1, (әгі, 
9(n) = f (n) + n, 


可 以 用 这 里 的 方法 来 解 这 题 。 但 是 ， 这 两 道 首 题 都 不 能 算是 好 


的 范 赛 题 。 因 为 知道 这 种 方法 的 很 易 做 出 ， 不 知道 的 就 难以 
想到 ， x 


第 6 题解 答 Г, ЗЕ S; 之 前 灯 Li 的 
状态 ， 并 约定 
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1, ОАА» 
0, 1, (1) 为 关 。 
хе, п 元 数组 ( 仅 取 值 0， ] ) 
Тр) = ТО) = L, LG), s Ln- 0) 
就 表示 施行 步骤 S; 之 前 这 +1 RTRA. ЖЕН 
Т(00-11,1,%%,1). 
НУ РАВ Ну СИН 2 的 加 法 ): 
0+0=0, 1+0=0+1=1, 1-1-0, 
这 样 ， 81127 % S; 后 ， 这 7n 堆 灯 的 状态 为 


ТО +1)= LG) L; . G), LGD +L; C), 
Гуна 0,4,1, - 100), 
这 里 灯 工 ; 见 题 中 约定 。 容 易 看 出 
{0,1,0,1,+=,0,1}, ПУ, 
{0,1,0,1,…,0,1,0}，n Уй. 
(ОШЕН (i) 就 是 要 证 明 ， 对 п>, 一 定 存 在 
正 整数 М = M(n) 使 得 | 
| ТОМО-11,1,-%,1), 
由 于 对 给 定 的 n ，n 元 数组 T(7) 仅 有 有 限 种 可 能 。 所 以 ， 在 
无 穷 序 列 T(0),T(1),T(2),… 中 一 定 会 出 现 完全 相同 的 两 个 
n 元 数组 ， 记 为 | 


=) 


TCD) = | 


T(M +K)=T(M, ), 


+ мМ,>0, K>0. 此 外 ， 对 任 一 /三 1， TO 不 仅 唯 一 确定 
TC +1) 及 其 以 后 各 态 ， 而 且 也 唯一 WETU - 1) 及 其 以 前 的 
жж ， 因 此 对 任意 的 /之 0 必 有 
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T(J)+K)=T(J)), 


ЖІК T(K)= T(0), М МО = K WETO, 
下 面 用 归纳 法 来 证 明 (ii) 和 (iii)。 
(ID 的 证 明 先 考 察 几 个 具体 例子 。 k= 1，n = 2 时 ， 


TO TO T(922—- 1) 


Lo lJ] 0 ] 


“ 


L, l г. 1 
结论 成 立 。 当 天 = 2， "=2 时 


T(0) T(2°) (ee 2°) T(3+22) TO) 


La 1 0 І 0 1 
L 1 l 0 о l 
L, 1 0 0 DO 1 
L 1 1 02-01 1 


论 也 成 立 。 从 观察 以 上 实例 ， 启发 我 们 来 归纳 证 明 以 下 结 
‚ 对 任意 正 整 数 k 及 n = 2*， 必 有 


La GD) =l, 0< jn Dn а) 


La. 20) =0, n-l<i<tn- Dn, (2) 
Т.((п-1)п) = {0,0, + 0.1 | (3) 


显 见 ， 由 上 式 立即 推出 Ta Di 1,…,1}， 即 证 明了 
(ii)。 下 面 用 归纳 法 来 证 明 这 结论 。 ы 

к= 1 时 ， 由 实例 知 结 ез. -假设 = ", "=2" 时 结论 
ог. ШК-т341, п-отзі рф, 我 们 有 са, 
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Т ,т+1(0) | Т ,т+1(92"+1) 


Lo Бо 1 0 
Li 1 1 
Lam a l 0 
Lam., 1 ] 
L т | ] 0 
Ст, | 1 1 
[,т+1і_, | 1 | | o | 0 
отт | 1 Е | 


这 里 了 ,m+1(2"!) 是 直接 由 题目 条 件 写 出 的 。 把 这 2"! h 
灯 ， 分 为 前 面 的 2" 恤 灯 Lo,…,Ls"_，， 及 后 面 的 2" 荔 灯 Ls"， 
…, 工 .n+1.，。 此 后 ， 前 2" 荔 灯 的 变化 仅 和 灯 工 ,m+1. ,的 状态 
直接 有 关 ， 而 后 2" АТМ BERAN Larn 的 状态 直接 有 
关 。 由 于 Lem*r1.1(2m*1)= 工 ,n_1(2m*1)=1， 从 归纳 假设 对 
К-т 成 立 可 知 ， 在 | 


ТГ,тзі(5,97%1)) 1<5<9"-1 
各 态 中 ， 前 面 与 后 面 的 2” ЕЛЕНА 2" RT 
的 情形 ， 在 
| Г.т(5.2т), 1<5<292"-1 
各 态 中 的 状态 相同 。 因 此 有 ( 取 s = 2m — 1) 
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Т,т+16((2®—-1)2"*) Т ,®+1(2".2"®**) 


L 0 1 
L, 0 1 
Lm., 0 1 
Рут. | 1 0 
Гот 0 0 
Г.т. 0 | 0 
Гот о | 0 0 
Гот |, | l 


再 由 此 及 归纳 假设 (特别 是 式 (2)) 成 sr, 就 推 出 Lo, 上 1,*…， 
Lom ‚ут 这 2 зе ФЕТ от +1 (5.27), 2KS 2". 
- 1&# h R & B] FL 2" ТАРЕ , 
Т,"((3-2т)2т), 2"9<s<92mi1À-1 
各 态 中 的 状态 相同 。 特 别 当 s = 2"' - 1 时 有 

Т ,=+1((2"* – 1)2"*) 


L, 0 
L, 0 
L," 2 0 
Г.п L 0 
L," 0 
L,m,, 0 
L,m+1_ ә 0 
L,m+1_ l 
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这 就 证 明了 当 К=т +1 ВРА А В ЗУ. СОТЕН. 


们 有 


-H 


Lo 
Li 
Lz 
Із 
Г. 


(ПОМЕНЯЛ, ТИ. k= l, п= ЗВ, Ж 


Lo 
Lı 
L; 


TO). TO) ТОЗ) Т‹2#3+1) 


1 
1 


21 


0 
1 
0 


Г, К=2, n=5FBF, RIIE 


0 
1 
1 


1 
1 
1 


T(0) T(5) Т(2*5) T(3。5) T(4:5) T(4*5+1) 


0 


1 
0 
1 
0 


O = S 


0 


Ку п = 2^ + 1, ААЖ 


1,07) 一 0, 
Lp- „(]) 一 0, 


K 


ША, BAZENI 


T,((n ш 1)n) — (0,1,1, ***, ， 
Гас (n — IDn + 1) 一 <1,1,1,"%%,1), 


12-0) = 0, п<]<(л-2)п, 


Т (п 2)п) =0,1,0,+=,0}, 


0 


1<)< (п — 2)n, 


O б $ = 


0 


кі м j шы 


结论 也 成 立 。 由 此 启发 我 们 来 归纳 证 明 以 下 结论 ; 


Әп-1527<-(п- 2)n, 


мы на ыш 


对 任意 正 
(4) 
(5) 


(6) 


СТ) 
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即 (iii) 成 立 ， 下 面 由 归纳 法 来 证 明 这 结论 。 - 
由 实例 知 £= 1,2 时 结论 成 立 ， 假 设 结论 当 上 =m( 守 2) 时 
成 立 。 “k=m+], п= 2"*1 +16, 有 


- w 


Г,",1,1(0) Гот. (271 + 1) 


L. 1 0 
L, | 1 1 
=, | 0 
Lm., 1 1 
Lym 1 0 
Рот, | 1 ] 
Г.т+1., 1 0 
Lams), | 1 21 
L ,m+1 1 0 


把 这 2" + тет ШІН Lo, Lites Lonk II Lan, Len,» 
e Ln 1 各 2”+1 坊 灯 ， 其 中 灯 上 "重复 出 现 。 由 此 可 看 出 ， 
此 后 的 变化 ,前 面 的 2”+1 ТЕН Lar 的 状态 直接 相关 ， 
而 后 面 的 2”+ 1 发 灯 与 灯 上 ;". | 的 状态 直接 相关 (要 注意 的 古 
后 面 的 27 + 1 八 灯 实际 上 与 状态 上 2".1() 有 关 ,， 7222" + 
2m+1)。 由 此 及 归纳 假设 对 k=m 时 成 立 ， 特 别 是 式 (5) 成 
立 (注意 m 关 2，7 的 变化 范围 非 空 )， 吉 推出 在 Е 
` Т,т+1,1(8*(2®*1+1)), 19590" +1) - 2 


各 态 中 ， 这 前 后 各 2" ТААХ АВО ИН] АЯ 2" + 1 ж 
灯 的 情形 ,在 
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Тт, \(5(2 ®+1)), 1<5<(98-10-9 


各 态 中 的 状态 相同 。 因 此 有 ( 取 s =2"-1,р=2"' 1 +1) 


Г,т»1, (sep) Tansa, (т.р) | Туз, 1: 1((2” + 1)p) 


L 0 0 0 
L. 1 1 1 
L, 0 Ес: 0 
L,m_, Ü 1 | 1 
Lom 0 1 0 
Laomg, 1 0 0 
Ё". 0 0 0 

aa 0 0 0 


在 利用 归纳 假设 可 知 : Ai 2” +1ЖТ L, Г, . Lar Е 
Г,т-1, | (5(97%151)), | 2m+1<s<2n+1-1] 
中 的 状态 同 只 有 2m +1 ТЕ 
Т,=( (3-27) (27 +1), 2" +1552” * 1-1 
中 的 状态 一 样 。 此 外 后 面 的 2 慢 灯 总 是 关 的 ， 即 取 值 0 。 因 
此 有 ( 取 s= 27”” -1) 
| L, L, L, + Ljmn+1 
Т,т"-і,  ((2m*1_—]1)(2m*1 +1)) 0 1 О ss 0, 


即 当 k=m+1 了 时 式 (7) 成 立 ， 综合 以 上 讨论 知 式 (4) 一 (7) 当 
к= т+1 时 全 成 立 。 ШЕЕ. 
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初等 数学 问题 (3) 解 舍 


1. 解 ” 设 正方 形 4BCD 的 边 长 为 Xkm， 4 Е ЕР. 
点 ， 如 图 1。 仓 库 到 最 近 的 马路 的 距离 可 以 认为 是 图 中 4 个 三 
МЕСТИ, ШЕК. HRI 定理 应 用 到 三 -fi 
J“ IFI, TAIR F K: 


25 = 64 + x? — 16хсозу, | (1) 
169 = 64 + x? ~ 16хсозб, (92 
А Е В 
Е | G 
D H C 


因为 ”+6= 90°, 所 以 有 


“+39 
созу = , | (3) 


. х? ~ 105 s 
эту = с0$6 = 16х . | (4) 


Hcos?y + sin?y = 1, 4 РУ: 
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i 


х^ — 194x? + 6273 = 0, 
解 此 双 二 次 方程 ， 可 得 x? = 153 5х? = 41， 其 中 x? = 41 使 得 
siny<0, WEK, ВИА | 
х= 153 =12.37. 


将 上 式 代入 (3) 或 (4) 知 : y=14°2', 6=175°58/. ЖЕ u 以 
依次 得 到 仓库 到 各 条 马路 的 距离 为 : | 
PF =8» зту-1.94, РЕ-8» sinô=7.76, 
PG = x- PE=4.61, РН-х-РҒ--10.43. 


故 所 求 仓 库 到 马路 的 最 近 距 离 为 1.94km。 

2. 证 明 如 图 2， 在 人 4BC 中 ,年 线 47 ,BE ,7 XTE 
DH, ННЕЖЖ ABE 和 直角 三 角形 АСЕ 有 一 个 公共 锐角 
ХА. МАХ АВЕ= ZACF, ШМУНЕ, В, О, НЫЕ, Н,О,С 


分 别 四 点 共 圆 ， 所 以 
ZFBH= ZFDH, /НГЕ-//НСЕ, 
ZFOH= ZFBH = ZABE = ZACF= ZHCE= Z HDE, 
HADES ЕГЕ, | Е 
同 理 可 证 ，BE 和 Cf ЯЕ < FED Ru EFD, 所 以 
A4BC 三 条 高 是 ADEF 的 三 条 内 和 角 平 分 线 。 
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з. № ”如 图 3 所 示 ， 作 辅助 线 DE BC, ВАВ = РЕ, 


AD = ВС, ZBDE= /ABC = 40°, 


所 以 


ДАВС ДЕРАС5 А Š). 
又 因为 AE= АС, ZDAE = 40°, 所 以 人 EAC= 60°, 会 4EC 


是 等 边 三 角形 。 由 此 有 
EC= DE, „РЕС = 160"。 


“图 + 
考虑 人 CED, 它 是 一 个 底 角 为 10° 的 等 腰 三 角形 , 所 以 
ZBCD = 10°, 

4. 构造 的 证 明 ， 如 图 4， 作 一 个 适当 大 小 的 人 A4BC， 使 
它 的 三 个 内 Я Я Я ЖА = 132°, 2В-36%, ХС = 12°, 
LC 的 外 角 平 分 线 与 B4 的 延长 线 交 于 D 一 4 的 外 角 平 分 线 
与 C8 的 延长 线 相交 于 Е. ВАСО = 84° ,<срА- 48°, 
САР = 48° =XCDA, МЫ 

| CD=CA, 
又 因为 人 BAE =24 "， 人 CEA=12° = LACE, ВА 
АЕ=СА=СЁЮ. Е 
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D 
x 
| м 
wN 
| N... 2 
` `. `: еее 
| № 一 一 一 


这 说 明 : 两 条 外 角 平 分 线 ” SASA 且 A4BC 不 是 等 Ж 


5. Г 由 正 五 楼 锥 0- -ABCDE 的 对 称 性 知 ， 车 一 AOB 
= 60° „С ВОС = 60° , 且 4O = BO = CO = AB= ВС. ЭЖ, 


o, ААОС ААВС (S 55. 
PLA ` | БЕ Е 
| ХАОС = С АВС = 108°. 


СЕБЕ, Кё И Б) 
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КЕМЕР ЕТІНЕ 


初等 数学 问题 ? (4) 


1， 将 joo5 分 拆 成 两 个 单位 分 数 之 和 ， 如 
| 1 1 1 1 1 

1992 = 3984 ` 3984' 1992 = 5976 208” 
求 所 有 不 同 的 分 拆 数目 ， 又 其 中 满足 分 拆 出 的 两 个 单位 分 数 
的 分 母 都 是 四 位 整数 的 分 拆 又 有 多 少 ? x 

2. Ni =1993!°°3, $ №, 乘 开 后 得 到 一 个 很 大 的 正 整 
数 ， 将 组 成 这 个 整数 的 各 位 数字 相 加 得 到 Na， 再 将 组 成 Na 
的 各 位 数字 相 加 得 到 ,Ns， 再 将 组 成 Ns 的 各 位 数字 相 加 得 到 
№, ЖОМ, 的 值 。 

3. 通过 正方 体 的 至 少 三 条 棱 的 中 点 的 平面 有 多 少 个 ? 

4. 直角 三 角形 4BC 中 ， 一 C = 90*， 已 知 图 中 正方 形 P 


(#41388) 
T ХР НБ КЕБИР Ж 剑 刚 主持 下 编写 的 ,每 期 都 由 具有 丰富 的 
中 学 数学 教学 经 验 的 教师 给 出 机 二 有 趣味 性 的 数学 问题 ,在 下 一 册 给 出 这 些 问 题 
УЖ. 
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和 正方 形 О 的 面积 分 别 是 961cm? 和 960cm ЖАС +СВ Ж. 
5. 已 知 | 


f'l)(x) = f(x), f = f(f(x)), *** 
ро) = РО ОО), ПЕМ - 


(1) ии) = 
(2) 设 A= (x, /"2 00) = х,хЄ(0,11), 求证 4 中 至 少 ， 
| ( 张 思 明 选编 ， 陈 剑 刚 校 ) 
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-eem T w. 1! тут! — с ———— sr Ó s i с — + вы — НОННА 


(5) 
ЕН x< 


质 币 问题 

如 何 接近 红绿灯 

梯子 问题 

Леща ВЕ 
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